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J'ai indique precedemment {Annates de VEcole Normalcy Z^ serie, 
t. I et II) une melhode de decomposition des fonctions doublcnient 
periodiqucs de Iroisieme especc en elements simples. L'elemenI de 
eette decomposition est la function 






X|i(^./) = ^ y * "" '7''""'-"cot^(j;-j-2/i«K'), 



II = — ce 



el la formule de decomposition est la suivanle. Soit Y(z) une fonction 
doublement periodique de troisieme espece verifiant les deux rela- 
tions 



mtizi 



F(5-f-2K) = F(5), F(s4-2iK') = e ^ F(c), 

oil wdesigne un cntier positif on negatif different de zero. Supposons 
que cette fonction F(s) admette, dans un parallelogramme des periodes, 

Ann, de Vie, Normale. 3« Serie. Tome HI. — Janvier 1886. '^ 
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ro P. APPELL. 



•.;*/.' les poies simples a, 6, ..., / avec les residus respeclifs A, B, ..., L. 
Alors, si Tenlier m est negatif, m = — [x, on a 
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el, si m est positif, 

¥(z) - — Ax,;,(^, 3) — Bx,;,(Z?, z)—. ..— L'/jnU,z) -4-ri(w), 

oil 0(2) (lesigne une fonction cntiere verifiant les memes relations 
que F(z), a savoir 



(]{z-h2K)=:G{z), G{z-{-2i'K')=e ^ G{z). 

Si certains poles elaienl multiples, par example si le pole a etait 
d'ordre a, la premiere formule de decomposition (m <[ o) contiendrait 
lineairement les fonctions 

et la secondc (m > o), les fonctions 

Je me propose de donner quelques exemples simples de la formule 
de decomposition dans Tun et I'aulre cas, en m'atlachant principale- 
ment a montrer comment, dans le deuxieme cas (m > o), on peut de- 
terminer h partie entiere G(z), 

1. Je vais appliquer tout d*abord la formule de decomposition en 
elements simples aux six fonctions 

I I I 

H(^)H,(^)' 6(5)0,(7)' ll(z)i^,(z)' 
I f 1 

n.jjysiT)' nijysj^y \u(z)^,(z) 

qui n'ont pas ete developpees par M. Biehler dans sa These. Les deve- 
loppemcntsdes fonctions 

I f I I 

s^{zy iv(zy W[{T) nfCT) 
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onl ete donnes par M. Hermitn et se trouvent reproduits dans mon 
second Memoire { Annales de V Ecole Nonnale, V serie. t. IF, p. i8). 
Soil 

relte fonction verifie les deux relations 

9(5-+-2K):=:9(5), 



J 111 



Si done on fait, pour un moment, 

z -^ iK = .r 

2 

et 



9(0? — «K'h — ) ~0(>). 



cette fonction ^ verifie les deux equations 



2 7C J- 1 



de plus, elle admet, dans un parallelogramme des periodcs, les deux 
poles simples 

2 2 

avec les residus respectifs 



I 



oil 

ti.= Hi(o), r/^ir(o). 

On a done, d'apres la formule de decomposition, 

K 

Par suite, en revenant a la variable z par la formule a; = z -\- iK' — — 

et remplagant a eih par leurs valeurs 
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c'est-a-dire 






— oe 



La secoode colangente est egale a 

— lang^(^ — 2/j/K'); 
on a doncenfin,en reduisant, 

Hill ^ J^ TT , .--,. 

sin|T^(s — 2/iiR') 
Soil maintenant 

'?'(-")=^e(;;)e,(--)' 



eetle function satisfait aux memes relations fondamentales que cp: si 
done, on prend comme nouvelle variable la variable x liee a :: par 

Tequation x = z -\- i}\! et si Ton pose 



9i(^-*K'4-^):-^,(.r), 



cetle fonciion <1>,(j:) verifie les memes relations que ^. De plus, celtt* 
fonction ^>, {x) admet, dans un parallelogramme des periodes, les deux 
poles d'affixes 



K 



1 2 



avecdes residus egaux tous deux a ^-^- On a done 



♦,(^)=g[x.(.,^)-x.(..-^)] 



ou, en revenant a la variable z^ 



5^^ = .;.>f4.,K.-^4).,.(.,,K.-4,-^)] 
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cf* qui donne 



-f- « 



S^ = i¥^''S^~'^''^*""'""i'''°'i^^^'~^"*~'^''''^~^^"^At-~^'"~')''^'J 



— « 



ou, en reduisant par la formule {(cota — tanga) = cot 2a, 

On pent arriver plus rapidement a celte formule (2) en remarquant 
que si Ton fait, pour un instant, 

la fonclion ^^{x) verilie les deux relations 

et admet, dans le parallelogramme des periodes 2K, et 2iK\ un seul 
pole simple 

de residu ^' On a done 
mm 

ee" = '*v/7Xi('^> — 5^1) = 'V7Xi(- -^ 'K'— k,, — k,), 

la fonclion y, etant formee avecles periodes 2K, et 2£K', 






Xi(j7, a)~^ y e "i' ^«(«-ncat^(a: — rt — 2/iiK'); 



n = — 00 



en remplaQanta par — K, et^ par z 4- tK'— K,, on retrouve la for- 
mule (2). 

Passons niaintenanl aux deux fonctions 

En posant 

I 



f{z) = e '" 



H(s)e,(«)' 



j/i p. APPELI.. 

on ;i 

JT.: _ fc .E 



si (lone Ton fait 

k /k 



= .r, /• J — /. i . 



2 2 

«:ftle fonclion/|< x i verifiera les deux relaliun? 






et admettra, dans uo parallelogramme des periodes 2K t-t 21K'. Ir? 
deux poles simples 

__k/k — *^_i*L 

2 2 ' 2 2 

avec les residus 

<'ii posant 

Done 

/■ / * /' — k — ik'v 7 / k- ik\ 

Revenanl a la variable :; par la formule 

" 2 .2 
on a 

T'i^l ?^ / 1^ '•'^ — k— /k'\ ^ . k /k" k — /k V 

HH| ^- * 2 2 2 / ' '• \ 2 2 Q ' 

Les deux ronetions/2 qui tigurent dans cette formule sont 

2 2 2 / 2 k ^ ' > k 

y,(^~--^— , ^-^'^' WJLy^_,)nyi.«-vieot-;^[:?--k--v>/^-'^iK]. 

'• ' 2 2 2 / 2k^ ^ 2k ^ 

Dans IVxpression ci-dessus de r~. on pourra faire disparailre les 
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exponentielles qui niultiplicnt ces deux fonctions y.^ en appliquant 
Tidentite 

e*' cola =: -: h ee^S 

sma 

dans laquelle on fait successivement 

2K 

a=i — ijF-c — K — (an — i)iKn. 

Cliaque Icrme de la serie se transforme ainsi en une cosecanle aug- 
mentee d'une exponentielle; dans la somme, la partie provcnant de 
rexponentielle est 



r*est-a-dire zero, puisque les termes qui correspondent a des valeurs 
de n, dont la somme est i, sont egaux et de signes contraires; il ne 
subsiste done que la serie des eosecanles, et Ton a 



^''^i TT V/ nJ '7*" '7 



"' Ti|- = ^I<->- — 



aw — ii« 



sin -^ (3 — 2niK') cos -ij [^ — (2 n — O'KM 
•jK 2K*- ■* 



Si, dans cette formule, on change :; en 5 -4- K, on obtient immediate 
menl le developpement de 



n,{z)e(zy 

on a ainsi 



(i/i-i)« 



/ cos -:=7 (3 — 2neK') sm— ijC^ — (2/t — l)lK'JJ 
I2K 2K*- / 

Dans ce qui precede, pour obtenir une fonction f{z) admettant la 
periode 2K, nous avons du multiplier 



YL(z)%,{z) 



ifi p. APPELL. 

par Texponenlielle e "^ que nous avons de nouveau fail disparaitre 
pour arriver a la formule (3). On peut, dans tons les exeniples ana- 
logues, eviter cette double transformation de la faQon suivante. 
Soit une fonction ^(z) qui verifie deux equations de la forme 



ou m est un entier different de zero. Considerons la fonction 

"^i* [Inizni 

n^m sm -TT (x — a — 2/llK') 

2 Iv 

qui, pour le cas de |x = i, a deja ete employee par M. Hermile (') et 
dont j'ai indique precedemment (^) la liaison avee la fonction y^. Si la 
fonction ^{z) admet dans un parallelogramme des periodes les poles 
simplest, 6, . .., / avec les residus A, B, ..., L, et si Tentier m est 
negatif, m = — [x, on pourra I'ecrire 

i{z) z^ Aw^(^ - /K', a - « K') 

+ Bwp,(-3 - iK', b — iK') H- . . . 4- Lw^(5 - iK', /- I K'). 

Pour demontrer cette nouvelle formule de decomposition, il suffit de 
verifier, comme on I'a fait dans mon premier Memoire (^) pour une 
question analogue, que la fonction de x 

admet les periodes 2Ket 21K'. Alors, comme cette fonction de j? a pour 
poles, dans un parallelogramme elementaire, les points 

avec les residus 

— J(;5), Aa),i{5 — iK', a— eK'), Bw,i(5 — /K', 6 - iK'), ..., 

en ecrivant que la somme de ces residus est nulle, on obtient immedia- 
tementla formule a demontrer. 



(' ) Voir Collectanea maihenuuica in memoriemi Dominici Chelini, p. 4 
{ «) Annates de I'Ecole Normale, V s^rie, I. II, p. 33. 
(') Ibid.y t. I, p. i5i, n'^S. 
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Soil, par exemple. 



H(.-.-K'-.^)e.(.-/K'-^|)' 



relle fonclion verifie les deux relations 

5 7:;/ 

elle admel, dans un parallelogramine elementaire, les deux poles 
simples 

K, K , K 

2 2 

avee les residus 

4 _ ' R - 'V7 

Done 

K 

Cliangeant 3 en 3 -t- t K' > on oblient 

(*e qui, d'apres I'expression de (^^{z,a), est la formule (3). 

Soit enfin 

1 



4'(-) = 



H(5)e(-) 



iit/, .... 



(]eUe fonction ij^ verifie les deux relations 

Si done on prend pour nouvelle variable 
el si Ton fiiit 

yifin. de VEc. Sortnale. 3* Serie. Tome HI. — Ja?ivier 1886. 
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on aura 



i1Z.ri 



!/i(j: -r- ;jK) =: — 'L,(\r), 'li{jr -h 2iK' ) - e ^ '{'li-^') 



,1 



(lomme cette function '},(.r)admet lesdeux poles simples 



avec les residus 



a-iW\ b = 2iK\ 



A — -T7- > i> — n? > 



r/5 



oil = H(o;, on aura 



;.,(.r) = Ao),(a: - i K', a - iK') 4- B(i4(.r — i fc', h — / K' ), 



I. 



c'est-a-dire en revenant a la variable :; par la formule x = z -h / K' el 
rempiacanl a, h, A et B par leurs valeurs 



r/9 



jy^_^^-=o„(.,o)-v7^.,(.,iK'), 



r'csl-a-flire 



(5) 



lie ■" >.K 



•A)'^> 



1 



,in* 



in \'' 



(IT " 

sin --.; {z — iniVJ ) sin — ~ \z— {in — n/ k'l i 



I. 



d*oii Ton conclut immediatement, en changeant 3 en z + K. 



<i/i-i.» 



(«, J1.^.5.V),_. 



r5/l* 



7 ' 



II, H, 2K^, 



I. 



/ cos ''- (z — 9.niK') 



cos 



3K ' 



Telles sonl les six forinulesque nous voulions obtenir. Comme Ton a 



on pcut les ecrire de la faQon suivante, en designant par [x un entier 
qui prend loutes les valeurs paires de — x> a -h oo et par v un enlier 
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qui prend toutes les valeurs impaires de — oo a -f- x : 



r^'^OOy 



e='S'»'^-.-:r 



HH, ^^ .. 

siii|r-(^-+-/xzK') 



> 



^=:2y|V^«C0tJ(5-+-V/K'), 



1V7' l^q^ 

Sin -jv(5-h /jLik') cos— ^(5 -4- VI K') I 

f>7* i^y« I 

COS— jT-(5-4-fxfK') Sin — jT (j-4- vik') I 

7 ' 7^ 

sin ^ (- -+- f^« K') sin —^ ( 3 + v/K') J 



|A« v« 



rj^i^ yf 7' /* 1 

2. Pour faire une autre application de la formule de decomposition, 
considerons la fonction (*) 



IK 



I* H^o) }^{z — o;)\\{z — a;)..A\{z — a„,)]\{z-\-s—3L — m\i) 

'j,^,(j,a)_e H(5-a) ll(a-a,)n(a-a,)... H(a-a,^) lI(.v-/iiK) ' 

oil m designe un entier positif, a^, a,, ..., a^n des constantes el s la 
somme 

.? = ^1 H- a, -+- . . . 4- a,„. 

Celle fonction, consideree comnie fonction de a, verifie les deux rela- 
tions 

'^//i(-. a-h^K) =:tj/„,(;;, a), 



mlCOtf 



'}/«(-,« -+-2 1 K')=« ** ^m(-, a); 



( ' ) Voir Annates de l*£cole Normale, V s6ric, 1. 1, p. i4i. 



20 p. APPELL. 

lie plus, elle admet. dans un parallelogramme des periodes, les |Kilt-> 
>imples 

jL^zz^ %^=La^^ a=<i2, .... x=za^ 

avec ies residus 

oil Tun appelie G>< z i la fonctioo entiere de z. 

-. ' I^ ' H Z— a- . . .W Z — <7,_, II Z — /7.,_jt . . . H«- — a.'lli--:-.* — '7. — /mKi 
If'- m <? * : - ;r- — 

II ^v — <7; ... H»a>— <7>_l' llt<7> <Iv.i» ... H«a-k <7pn H* — WlK» 

On a done, d*apres la formule de decomposition appliquee a y„.( :^. z * 
ronsideree coinme fonction de a. 



- » 






On retrouverail celte meme formule en decomposanl la fonclion l„t z. z > 
ronsideree eoinnie fonclion de r en un element simple — '/j^y z. r- » el en 
one parlie enliire en -. 

En supposant, par exemple, m = i el ecrivanl a au lieu «ler/,. h 
formule precedenle donne 

, " '-,. — ' H'toi Hi- — aiUtc — a — a — K- 



lli.Z — a > 11 I 2 (7 • II I (7 — k 



" ,^ II « - — k J 
Voici une consequence interessante de celte relation. Fai<ons-v 

a= J -r- a -r- k; 

alors le premier membre s'annule, el il resle une equation qui pent 
s'ecrire 

e*^ ll|(<7)y, (c-r- «-T- k, -) =e -^ II,J, j » y,(<7 -- ; -s- k, <n, 

ou encore 

e*^ \li{a)Ef{z^a) z^e^^ \\i{z\vf{a^ z^, 

en posant 

w(5, «>i=y,( J -4-rt -*- k, z\. 
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t'ormule qui donne la permutation de Targumentet du paramelre dans 
la fonclion Gj(r. a). Cette formule est, a la difference des notations 
pres, idenliquea cede (|ue M. Ilermile a elablie, dans les Collectanea 
fnathematica, el qu'il ecrit 



H-« "'t^*' 



<^(»r, m)_.V^ (_i)/»^n«g K 



=■1 



H(0)) ^ . 71 , .,-,. 

rT lang— f^ (w— 5i/i£K') 

On ohtiendrait une formule analogue relative a la fonction y^n en fai- 
sanl, dans Tequation (7), 

0L-=z-\- s — /n K 

et remarquant qu'alors le premier membre '|,„(5, a) devient nul iden- 
tiquement. 

■ 

3. Les applications qui precedent sont relatives a des fonctions de 
troisicme espece qui, misessousla forme du quotient de deux produils 
de fonctions 6, contiennent plus de fonctions 6 au denominateurqu'au 
numerateur. 

Knvisageons maintenanl une fonction uniforme V{z) verifiant les 
deux relations 



mnzi 



oil m est un entier positif. Alors, en supposant que cette function n'ait 
que des poles a distance tinie, on pourra la meltre sous la forme d'un 
quotient de produitsde fonctions e, dans lequel il y aura m fonctions e 
de plus au numerateur qii'au denominateur. Si Ton appelle 

les poles de cette fonclion dans un parallelogramme elementaire, ces 
poles etant supposes simples, et 

les residus correspondants, on pourra ecrire la fonction Y(z) de la 
laQon suivante 
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oil (i{z) (lesigne une functioD enliere de z. Conime chaque fonction, 
telle que /^(a, :; ), verifie les memes relalions que F(s), a savoir 



rnvsi 



la function enliere G( :;) devra verifier ces memes relations 



mirs I 



Cetle Tonclion G(z) pourra done, comme il est bien coonu, s*exprimer 
d'une faQon lineaire el homogene au moyen de m fonctions parlicu- 
lieres verifiant les memes relations. 

Voici une premiere methode pour determiner cette partie enliere 
G(z), Reprenons la fonction appelee i,„C5,a), 






dans laquelle a,, a^* ..., a^ designent des constantes el 5 la somme 
«i -+-«j-i- •••-+- «m- Cetle fonction, consideree comme fonction de a, 
admet dans un parallelogramme clemcntaire les poles 

appelons, comme plus liaut, 

les residus de cette fonction relalifs aux poles a,, a^, ...» a^, residus 
qui sont des fonctions entieres de z. 

La fonction consideree F(s) pourra alors s'ecrire ainsi 

4- F(a,) G,(::) 4- F{a,) (;,(3) 4-. . .+ F(a,„) (;,,(c). 

(lette formule a ele elablie dans mon premier Memoirc (*); elle s'oh- 
lient en remarquanl que la fonction de a, 

F(a) '},«(;;, a), 
( ' ) innales dc rEcole Normale, V 8<^rie, I. I, p. 141 el suiv. 
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esldoublementperiodiqucel, enccrivant quela sommedesesresidusre- 
latifs aux poles situes dans un parallelogranime des periodes eslnulle. 
Nous venons de voir (p. 20) que I'on a 

^m (Zya) = — Xm («> -) -H G, (5) X,n («,«,) 4- Gj (z) ^m («, flj) 4" . . . 4" (J,,, (s) ^^^ (a, «„, ) , 

I'm (-, ^) = — Xw (^ -) 4- G, (s) X;« (^, a.) 4- G, (5) Xm (^, aj) 4-. . .4- G,„ (5) Xm (^, «/«) , 

^//i (-, /) = — Xnx (l> Z) 4- G| (Z) y,n (/, flj) 4- Gj (5) Xm (/, «,) -^- • • "^ G,„ (^) Xm (^ ^m) ; 

done, en remplacant dans I'expression de Y{z) les fonclions ^^{z,a), 
^#ii(^f ^)» • • •• ^/n(*» P^** leurs valeurs ci-dessus, on a 

(8) F(:;)=:-Ax.,(a,^)-Bx«.(^-)-...-Lxm(/,5)4-G(5), 

oil la parlie entiere 0(5) est donnee par la formule 

G(0 = ^iGi(^)4-X,G,(^)4-...4->.,,G,,(;;), 
le coefficienl constant \^ ayant pour valeur 

>.v = F(av) 4- A X//I {ct, a^) 4- B Xm (^, «v) 4- L x,« (/, ^v) 

(v = 1, 2, . . ,, m). 

Telle est done Texpression de la partie entiere cherchee; il est a remar- 
quer que celte parlie entiere G{z) no doit dependre en aucune fagon 
des constanles a,, a^, .,., r/,n qui tigurent dans son expression. On 
pourra, dans cbaque exemplo particulier, choisir les valeurs de ees 
constantes, de fagon a simplifier le plus possible la forme de G{z), 

J'ai ecrit les formules precedenles en supposant les constantes a,, 
«2» •••»«/» diflferenles a des multiples des periodes pres; si plusieurs 
de ces constantes devenaient egales a des multiples des periodes pres, 
ces formules subiraient des modifications faciles a apercevoir d'apres la 
fa<;on meme dont elles ont ete etablies. 

La metbode que je viens de donner pour determiner la partie en- 
tiere G(s) revient a la metbode des coefficients indetermines. En effct, 

soit 

F(2)=:— Axm(a,-) — Bxm(^, -)— •.. — LXw(', -) 4-G(c), 

oil 6(5) est encore inconnue. Comme cettc fonction entiere verifie les 
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elle e>t uoe foDi-lion iioeaire a coefBcieols constants de m functions 
particuiieres Terifiant ees memes relations, par exemple des fonctions 
fiarticulieres appelees ci-dessus 

Ijj . J ', Gj z Gi,'j , 

et Ton aura 

G r • ::^ /-I G| • z • — / J G; • .r I — ... -^ /.^ G« ■ J ■« 

oil line resle plus qu'a determiner les coefficients constants /.,//.s... .•/>«,- 
Pour cela, faisons dans la formule de decomposition z =za^e{ remar- 
quons que, d'apres leurs expressions, toules les Tonctions G«<:?>, 
G,' :; u . . -• O^iz ) s*annulenl pour z = n^, ejccepie G^i - ) qui devienl 
egale a Tunile: la fonction G< o^ ) sera done egale a /^, et nous aurons 

equation qui donne pour >., la valeur deja ecriteplus iiaut. 
i. Soit, par exemple, a decomposer la fonction - 

ceite fonction verifie les deux relations 

si done on fait 
et 

Wz)^\\xt\ 

on aura une fonction Fa(/ ) verifiant les deux relations 

F,(/-:-2K.»=:F,(/), F,U — •JlK')=r ^ F,(/>, 

et admettant, dans un parallelogramme des periodes, le seul pole / = K 
avec le residu 

I 7 ' 
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Comme ici rentier designe par m est egal a Tunite, on aura imme- 
diatement 

G(i) etant une fonction entiere telle que 

celte fonction G(/) est done de la forme 

oil X est une constante qui reste a determiner. 
Revenant a la variable z par la formule 

on a 

On determineraX en faisant 2 = o; on obtient 

at/^=:^^Xt(K,K-M-K'); 
Vq ^ 

done 



Telleest la formule cherchee. Comparons-laacelle que donne M.Biehler 
a la page 2a de sa These. Pour cela, rempla<;ons la fonction )^f par son 
expression 

la somme etant etendue a toutes les valeurs entieres de n, de — 20 
a -+- ao. En partant de Tidentite 

~[s-Mlii + i)iK'J 



cot -=2: [-3-f-(2/l-+-l)tK']=: — i-h 



sin— =^[-c 4- {2/1 -I- i)/K'] 
2 Ik, 



Ann, de Vf,c, Normale, 3* Serie. Tome HI. — Ja!<vibr 1886. 4 
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on Irouve immediatemeDt 
en posant 



tm-r-lXS* 



^(^-^-'^'^ '' 



7 '' 



sin -^ [5-.-(a/i-i-i)iK'l 



Faisant z = o, on aura 



X, ( k, K -mK') = ^ -h ^ {V Z(o). 

Si Ton porle ces expressions de y,(K,s-hK-+-*K') eldey,(K. K-hiK ) 
dans la formule de decomposilion, et si Ton remarque que 

iK r/ , 
ii vient 

Celte formule pennel de relrouver Texpression de 6, r, ^ ^^' donnee par 
M. Biebler, d'apres M. Hermile ('); il suffira de poser avecM. Biehler 






2k 



et de developper la fonction paire Z(j7)suivant ies cosinus des mul- 
tiples de X. On retrouve ainsi le developpement que M. Hermite appelie 
7,(x)^ developpement qui n*est valable que dans une certaine bande 
du plan. On verifie aisement que Ton a 



I. « r; 



Si Ton change, dans la tbrmule (8) qui vient d*etre etablie, :; en 



( '; J<Mrnal de Maihemaiiques pares et appUquvcXy i. VI I , p. 3 ol 4 • tH6a. 
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z H- iK\ on obtient la nouvelle formule 



'^i'n^=Z(o)H{z)-^0^(-iy 



nizzt 






77 

sin—i^ (z-h 2/j/K') 
2K 



La serie qui est multipliee par dans le second membre definit une 

fonction U( ^] dont le developpement en serie trigonometrique est 

idenlique a celui que M. Bieliler designe par U(iF) (These, p. 22). On 
voil que I'on a 

JLu(iif)=_co.(K.--^R). 

L*application de la meme methode aux fonctions de la forme 

R{z)e,(z)n,{z) 

B(z) 

qui contiennent au numerateur le produit de irois fonctions e difle- 
renteset au denominateur la quatrieme fonction 6, fournit les develop- 
pements de ces fonctions telsqu'ilssontdonnes par M. Biehler(Thfese, 
p. 28). Pour ces fonctions, la formule de decomposition en elements 
simples se presente d'une fagon tres commode, car la partie entiereest 
nulle. Cestce qui resulte immediatement des formules que j*ai don- 
nees dans un precedent Memoire (Annales de I'Ecole NormcUe, 3* serie, 
t. II, p. 29). 

Mais, si Ton suppose que deux des trois fonctions 6 du numerateur 
deviennent egales, c'est-a-dire si Ton considere Tune des vingt-quatre 
fonctions de la forme 

e?(^)H,(^) 

la formule de decomposition en elements simples donne un resultat 
d'une forme qui est differenle de celle trouvee par M. Biehler. 
Soil, en effet, 

cette fonction verifie les relations fondamentales 
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si done on pose 



-4-iK'-+.^ = /, F(^) =/(/), 



fZti 



la fonotion /(t) verifie les relations 

/(^-4-2K)=/(0, /it-^2iK')='e~~^/(t) 

et admet, dans un parallelogramme elementaire, le pdle 



2 



avec le residu -~^- On a done 



/(0=-^x.('K'-+-^.^) + i'(n, 



oil g(i) est une fonction entiere veriBant les memes relations que/(/ ). 
Revenant a la variable z par la formule 



2 



et posant 

fr{t)=G(z), 



on a 



oil la fonction entiere G(:;) verifie les memes relations que F(^) 
Comme les deux fonclions entieres 

e(^)e.(3), H(^)H»(^) 

verifient ces memes relations et sont lineairement independantes» la 
fonction G(z)^ d*apres un tbeoreme connu* sera de la forme 

G{z)—\S(z)S^{z)-hliH{z)U^{z). 

A et Betant des constantes qui se determinent comme il suit. Dans la 
formule trouvee 



•V«ar> r>omVi 
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faisons successivement z = — K et z = — iK' — K; nous aurons les 
deux equations 

o = _ ^x/zK'-f- -, iK- ^) 4-A99j, 

qui donnent A et B. II suf6t d*ecrire la serie qui definit 

pour voir que les lermes de cette serie sont deux a deux egaux et do 
signes eontraires et que, par suite, le coefficient A est nul. RemplaQant 
aiors A par o el B par la valeur que nous venons de trouver, nous 
aurons. 

qui est la formule de deconoposition cherchee. 

Pour la comparer a la formule de M. Biehler (These, p. 87 et 38), 
remplaQons la fonction -fj^ par son expression 






— m 

d'oii 

-f-eo 

'f-^K^^ V - a) =+ .jk2(-')^ "^^"^^^ — A — 

OB 

Substituant ees series dans la formule Irouvee et remarquant que 



71 



il vient enfin 



innzi 



(9) ' ' 



•HH.V, .n'-^-. (2«-i)irK'/ 



^S^-')"'/ ' 



'Tb: Z}-'^"'' ^""S aK 
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La formule de M. Bieliler (These, p. ^8) est 



cette formule est valable dans une certaine bande du plan. Si Ton 
developpe on serie trigonomelrique la premiere fonclion qui figure 
dans la formule (9), c'est-a-dire 

TT '^ \ 2 2/ 

devcloppemenl qui se deduit de celui que j'ai donne dans les Annales 
de rEcokNormale\ysene, t. II, p. :j2, formule (8)], en y remplagant 

a par - eix par z -\ — , on relrouve la fonclion U^^^(.r) de M. Biehler, 

dans laquelle x= -^• 
^ 2 K 

Pour comparer les deux seconds termes des deux formules, je re- 
marque d'abord que les deux fonclions appelees par M. Biehler F^^^(.r) 
el ¥\^\t) sonl identiques, et que Ton a 






inn si 
k 

e 



00 



en supposant toujours x = -^' D'aulre part, on sail, et la mcthode 
des coefficienls indetermines montre immediatement que Ton a 



irfKzi 



si Ton remplace 6(s) et ^1(5) par leurs developpements en serie 
d'exponentielles et si Ton identifie les termes constants des deux 
membres, on Irouve 

Done 

6(5) 6,(5) = F<*Ho)F<*)(x) 

et, pour z =zo, 

99^—[F^i)(o)]\ F<*)(o) = v^ (M. 



( * ) f^oir un article de M. Hermite : Sur quelqiws formules relatives au tnodule dans la 
th^rie des fonctions elUptiques {Journ, de Math^m. pures et appliques, t. IX, p. 4 ? 1864 ). 
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Puis, dans la formule que nous venons de Irouver 



0(3)0.(5) = F<')(o)^(-i)"7 



an 715/ 



Jrt«g K 



remplaQons z par z ■+- iK'; nous avons, apres reduction, 



■*■* |ln-4-I.« {in-*-l)itzi 



iH(5)H,(5)=zF(«)(o)^(-i)«7 ' 



e "^ 



Or la serie du second membre definit une fonction que M. Biehler 
appelle 

comme on le voit en groupani ensemble les termes qui correspondent 
a des valeurs de (2/n- i) egales et de sigifes conlraircs. Done 

H(5) U,(z) = F«)(o) *<»)(a:) ; 

comme 
on a entin 

Et alors la comparaison des seconds termes des deux formules (9) 
et (10) donne 

l\^^(o) = i2^(-iyq « lang^ ^ , 



— 00 



ce qu'il est aise de verifier. 

En changeant, dans la formule (9), z en 5 -h K, 5 -+- iK\ 5 -f- K -+- iK\ 
on en deduit trois autres formules donl la comparaison avec celles de 
la page 38 de la These de M. Biehler donne la definition de la fonction 
Z^^\x), dans tout le plan, a Taide d'un element simple y.^. Ayant ainsi 
etabli les quatre formules d'un groupe, suivant Texpression de 
M. Biehler, on pent verifier ou relrouver toutes les autres en se servant 
des relations lineaires qu'il y a enlre les carresde trois fonrtions 6. 
Ainsi la relation 
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nt nn mnllipliantles deux mcmbres par une des trois fonctions, 

11,(5), B(5), e,(3), 

on obtient des relations dont chacune exprime une des fonctions do 
M. Rioliier en fonction d'une autre et d'une partie entiere. 

.">. \a\ metliodede determination de la partie enliere que je viens de 
donncr et d*apprK|uer a quelques exemples est la metliode des coefn- 
rients indetcrmines. En voici une autre qui permet d'etablir la for- 
mule de decomposition et de determiner en meme temps ia partie en- 
tiere. Cetle methode esleelle qui a ete employee par iM. Hermite pour 
los fonclions de premiisre et seconde espece. 

Soit une fonction uniforme F(:;) verifiant les deux relations 



mnzi 



F(v-huK) = F(c), F(54-aiK')r=e »^ V(z) 

oil /// est un entier positit'. I/element simple /.w(^» ^) envisage comme 
lonction de r vcrific les deux relations 

y./M (-'' -H •.! K, v) =r y,„ (.r, z) 



(Wl — V'TCx/ 



• _ _ 



v.- 1 



dans la seconde desquelles les functions enticros 

Ao V**)* A I V'''» •••• ^^m-l\^f 

sont defmies par les series 






z)—c "^ y r ^ 



« = — « 

oil 

V ri. o, I » a, . . . , w — I ( M . 



V*^ Voir JupmIcx de rtlcolv yomwit*, 3* sorie, t. L p. i38 el i47. 
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Prenons un paralleiograinme des periodes PQRS dont les sonimels 
ont pour affixes 

to designant une constantc ; et supposons que, dans ce parallelogramme, 
la foDCtion F(s) n'ait que des poles simples 

de residus 

si nous supposons Ic point z situe dans ce meme parallelogramme 
PQRS, la fonclion de x 

admet, dans PQRS, le seul p61e a? = 3 de residu h- i. 
Considerons alors la fonclion de x 

cttle fonclion admet, dans PQRS, les poles 

avec les residus 

el elle verifie les deux relations suivantes qui resultent immediatement 
de celles que verifient F(a7) et Xm(^, ^), 

4>{x + 2iK')=<l>{x)-^V{x){e " -t-,j^<""(-) 



V =m— 1 . ^ • 
v::.ri 



-^F(x) ^ e '^' s'n = ). 



V=l 



Cela pose, I'inlegrale 

2 7rt jp..«c 



PQRS 



prise sur le contour du parallelogramme, est egale a la somme des 

Ann, de I'Ec. Normale. 3« Serie. Tome HI. — Janvier 1886. 5 
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residus 

mdis nous pouvons evaluer direclement eette integrate en remarquanl 
que les parties de Tintegrale relatives aux cotes QR et SP ont urn- 
somme nulle, car ^(ar) admet la periode 2E, et que les parties de Tin- 
tejjrale relatives aux coles PQ et RS ont pour somme 

c*est-a-dire, d*apres la seconde des relations auxqoelles satisfait 4^1 x s 









JT I f/x. 



Telle est done la valeur de I'integrale 

— r / ^(x)djc: 
eette valeur est de la forme 

oil /.,. /. , A|K_, designent des constantes ayant pour valeurs 






ID 



' >>=-Tr r ^ ^ F(xW/x, 

2K ' 



* '• 



ou 

V z= I, -2, .... I //I — I », 

les integrations etant faites le long du cote PQ du parallelogramme ele- 
mentaire. 
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Kn egalant la valeur que nous venons de Irouver pour Tintegrale 






a la somme des residus de $(a?) dans le parall6logramnie PQRS, nous 
avons la formule de decomposition chercliee 

avec 

les coefficients Xq, X^, ..., X,„_| 6tant donnes par les integrales (i i). 
On pent indiquer une signification fort simple de ces eoefficienls. 
En efTel, comme le cole PQ du parallelogramme ne contienl aucun 
pole de F(;r), celle fonclion est, dans une cerlaine bande du plan, 
limitee par deux paralleles a ce cole PQ, developpable par la formule 
de Fourier en une serie de la forme 



nizxt 



¥{x)=\ A„ 



e " 



/I = — ' 



ou 

,/,-+-lK nnxi 

e ^ ¥{a;)djr. 



""^kX 



Done 

Ao ^=^ "2 ( Aq -f- A „i ) 

el 

Xv = Av (v = I, 2, . . ., m — i). 

J'ai suppose, dansce qui precede, que la fonction F(ir) n'a que des 
pdles simples; si I'un des poles, par exemple le pole .r = fl, etait 
d'ordre a, le residu de la fonclion 

relatif a ce p61e, serait de la forme 

d'ailleurs la determination de la partie entiere G(z) reslerail la meme. 
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Pourappliquer cette methode a ud exemple, considerons la fonction 

*(-') = — 0(1)— ' 

qui salisfail aux relalions 

F(5-f-2K) = F(s), 

Posons 

F(^) = F,(0; 
alors la fonction F,(/) verifie les deux relations 

F,(/-h2K)i=F,(0, F,(/-+-2iK') = ef ^ h\(t). 

Dans un parallelogramme dcs periodes PQRS dont le somniol P a pour 
affixe 

£ el £' etant des nombres reels positifs moindres que Tunife, la fonc- 

lion F,(/) admet le pole 

/— 2K H- 2iK' 

avee le residu 

_L ^» 

La formule de deeoniposilion est done ici 



ou 

n=r-«-«o 



/S'i"(0= S e " q"'" 



-I • 



Hr- — ao 



el oil la consianle A, a pour valeur 

./•-HE / r/i 
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Revenons a la variable z par la formule 
el remarquons que la fonction g^'{t) devient 



00 



e ^ 7«', 



1 

— » 

c'est-a-dirc 6,(5); nous aurons 
avec 






:?o designant la valeur t^ — iK'. Dans la bande qui contient ce point s^ 

Hiz) H (z) 

et qui contient aussi Torigine, la fonction ¥(z) = ^^ '^ est deve- 
loppable en une seric dc la forme 



1 irsi 



F(z)= \ A„ 



e » 



n = — «o 



et comme, dans cette bande, on a 
on voit immediatement que 

A;, = — A_n> Ao=^o; 

done la valeur de Xo se reduit a 

. _ 1 A, 

Ao — - — • 
q 2 

D'aprfes des formules de M. Hermite, dontM. Biehler a donne la de- 
monstration dans sa These (p. i3), le coefficient A, a pour valeur 






'i — 



r%9 
el It: foriDule de decoiiiposiiioD cberobee deviect eijliD 

H = H r J f:\ . . . ' ^ . 
Z^^ = - — — 7: 2k — 2 I k . r - . k 7^ H, r 

h^jji^il;iCODS Iri foDclioij /< psir sod deveioppement en serie et r^ippe* 

lons-nouf la relation 



2k . 

— r. = Tr.r,. 



noi;> aurtfns 



H r H, X ~ '^^^ 



-TT — ^ > e * q"' col — jT 



' - — 1 2 // — I ' / k '. — = o r 



!>- >etODd membre devaat eire udc fonciion iaipairc. coiniDt- It- prt-- 
ifiier. cberchons a mettrecette propriele en evidence. Pourcela, rem- 
pla^'uD^. dans le terue general de la serie, la fonction 

col -^ [ - — 4 2 iS — 1 ■ I k 1 

2k^ 

par I'expressioD identique 

i-z: le-J 



f ^ / 



sin-^ [z^ i2n — i.ik ] 

2k 



alor> la partie entieredisparail, et il reste 



^=-' ^'Zzi v* 






> = -« sin-7--r — VI k 

2k 



/ desi^Dant un enii^ impair qui varie de — x a — ac . 

^>. La determination des coefficients /^, a, a,^, de la partie 

entiere pent aussi etre obtenue par une'Toie plus elementaire qui a son 
point de depart dans la proposition suivante : 
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Soient a an point silue dans le parallelo gramme PQRS et 



n = -»-aD 






/! = — 00 



le developpement en serie d' exponentielles de lafonction '/jnici^ ^) dans la 
bande da plan qui contient le cote PQ du parallelo grojnme ; on a 



«o-H-«w=o, a, 1= as ^. .. = «;„_, = o. 

Pour demontrer cette proposition, remarquons que, si z est un point 
dn cole PQ, on a 



i> 



irf/i—s)! 



>kM, 



oil la notation \x \ signifie module de x. En efTet, :; etant un point du 
cote PQ, on a 

e et t' etant reels, et e' etant positif et plus petit que Tunite. Done 



•Kirt — Zii 



J«£« — 



= e 



K 



et 



TCffl — z)i 



^W'\ 



comme t' est positif et moindre que i, I'inegalite que nous avions en 
vue estdemontree. 
Cela pose, on a 



Xm(«,5) 



sK 2a 



n=—» 



mnizz 

e « 


t 


-I) 


7C(a — 


Z)i 


-4- 


^.« 




e •^ 




7«« 



Prenons dans cette serie les termes dans lesquels n est positif ei desi- 
gnons leur somme par P, 



n=.tn 






innizzi 



> K 



rln 



/l=l 



> K 



pl/> 



Puisque 






<i, 
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on aura 



K _i.^2/i ._^^1«^ K Y^ V7C.5-HW 






7C Irt — S) l 1T(S — <l)l 

e *^ — 7*'* I — 7''* e "^ v=i 

done 



• rrtn ik « f • ___ \ inn -r r ( iw * « ^ r jk fii 



/I = 1 n = I. V = 1 



Dans ce developpement ne figurent que des puissances positives de 

It SI 

p *^ ; les coefficients a,, a.^, ..., a„^^^ des ternoes en 






mlTSI 



sont nuls et celui Aq e ^ est 

7:/* 



«m = 



Prenons maintenant, dans la serie qui definit Xm(«>^)i '^s lernies 
dans iesquels/2 est nul ou negatifei designons par N leur somine 

/» = -« *.• Tt[a-z)i 

2K Z^ ^ ^<-^:-^'^ ' 



n = o e *^ — y''* 



mais on pent ecrire 



k . «H -*« - k «-^ VTCfrt — ZU 

€ *^ -4- v'" i-i-r/^'*e '^ V^ — V 



TCin — s)i 1t(ff — s)i / ^ 

Done 

— ^^ (m/i — V) 



• _ — ntn «k » ( • ___ 

n=0 ii = «,v=l 



K h ^mn{n- \)—ttr* 

y 



Dans ce developpement ne figurent que des puissances negatives ou 
nulles de 



<rs / 
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le terme independantde e ^ est 

71/ 



a^ — — 



2K 



Done enfin, dans le developpemenl de la fonclion yjn{ci^^)^ 4Ui est 
egal a P -f- N, on a 

Ce theoremc elant etabli, reprenonsia formule de decomposition en 
elemenls simples 

F(5)=zz — Ax,;i(«, 5)— BXm(^ 5)—...— LX/,i(^, -) + ('(-). 

oil 

Developpons les deux membres de la formule de decomposition par la 
serie de Fourier. On a 



mzz I 



F(5)=y A„ 



e " 



rt — — 00 
/I r= -♦- 00 



y,„(a,z)=i \ a„ 






/l=r — 00 
n = 4- 00 



X'n(^, -)= \ ^/, 






/I 713/ 



/ITCSI 



X">(A "^~ Zi '" 



e « 



n = — «e 



quani a G(z), il resulte des developpemenls de 



7C c I 



que les coefficients des puissances o, i, 2, . .., m de e *^ dansG(z) 
sont 

On a done, en identifiant les deux membres de la formule de decom- 
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position et se rappelant que les coefficients 

^hf ^l» • • • » ^m -I* 
'^1» ^J» • • • » '^m - If 

•j» *j» • • • » 'm- 1 

sont /i/z/f, 

puis 

Ao = — A ^/o - B ^0 . . . — L /o -+- ^'o» 

(roil, en ajoutont et tenant compte des relations 

^0 -^ ^m ~ O, ha~^ b,„-=^Oj . . . , /o -h /,„ -=: o. 

". Ao-+- A,n 
/.„ — . 

On relrouve ainsi les valeurs precedemment obtenues pour *Ao, A , 



DEUX LECONS DE CINEMATIQUE, 

Par M. Jules TANNERY, 

HAITRE DE CONPERENCKS A LECOLE NORMALS SUPERIEURE ( > ). 



Les formnles et les conslructions qui permetlent de calculer ou de 
construire les elements relatifs a la courburedes irajectoires des points 
d'un corps solide dont tin plan glisse sur un plan tixe ou dont un point 
restefixe s'etablissent habituellement par des procedes qui ne mettent 
pas nettement en evidence la generalile de ces formules ou de ces con- 
structions. II en est tout autrement quand on deduit celles-ci des pro- 
prietes relatives a racceleralion. Au point de vue cinematique, ceUe 
voie est d'ailleurs la plus nalurelle. Dans eel ordre d'idees, les dennon- 
strations se font parallelement et d'une faQon tres simple, soit qu*on 
rnterprete les formules analytiques, soit qu'on reste dans le domaine 
de la pure Geometric, on s'appuyant sur quelques principes de la Geo- 
metric des segments de droite. Ces principes, dont la generalitercssort 
facilement, sont bien connus; ils ont etc devcloppes par differents 
auteurs, principalement par Mobius. Toulefois, j'ai cru devoir en re- 
prendre ici Texpose systemalique, afin de bien llxer le sens des nota- 
tions que j'emploierai. J'ai d'ailleurs, dans cette premiere Partie, sup- 
prime celles des demonstrations qui ne presenlaient aucune difficulle. 

I. 

Un segment de droite est entierement defini si Ton se donne son 
origine A et son extremite B; le sens de ce segment est le sens dans 



(') Get article a 6t6 r6dig6 pour r6pondre a une question pos6e dans le programme 
d'agr6gation pour 1886. II est, sauf de l^g^res modifications, la reproduction de Lemons 
faites a la Sorbonne en 1880. 
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lequei il serait parcouru par un mobile allant du point A au point B: 
un lei segment se represenle par AB ou -4- AB; les symboles — AB, 
BA, -+- BA onl la meme signification, ils representent un segmeotdont 
i'origine est B el Texlremite A. La droiie indefinie sur iaquelle est 
silue le segment AB est dite sa ligne d'aclion. Deux segments sonl 
equipollents si leurs lignes deletion sonl paralleles, si leurs sens sonl les 
inemes, si enfin ils sonl egaiix. L*egalite 

ABz^A B 

veul dire que les deux segments AB, A'B' sonl equipollents. 

En designant par n un nombre posilif ou negatif, je represenlerai 
par wAB Tun quelconque des segments equipollents au segment AB' 
ayanl meme ligne d'aclion que le segment AB, meme sens ou senscon- 
traire, suivant que n est positifou negalif, tel enfin que le rapport des 
longueurs AB' et AB soil egal a la valeur absolue de /<. 

Si la ligne d'aclion d'un segmenl est parallele a une droite OX, sur 
hiquelle on ait choisi une direciion positive, si Ton a en outre choisi 
une unite de longueur, on peul representcr ce segment el tons les seg- 
ments equipollents par un nombre donl la valeur absolue est la mesure 
de la longueur du segment considere, et le signe 4- ou — selon que le 
sens de ce segmenl est ou non le sens de la direciion positive. Si a est 
le nombre qui represenle ainsi le segment considere el si PQ est un 
segment donl la ligne d'aclion soil OX, donl le sens soil celui de la 
direction positive choisie sur OX, qui enfin soit egal a I'uoile de lon- 
gueur, les segments representesd'apresces conventions par le nombre « 
ct par le symbole nPQ sonl equipollents. Le nombre n represenle ainsi 
des unites d'une espece particuliere qui ne peuvent se reduireavecdes 
unites d'une autre espece. Si a designe un nombre quelconque, posilif 
ou negalif, en parlanl dun segment egal a a porte sur une direciion 
determinee ou parallclemcnl a cetle direction, j'entendrai parler d'un 
segment AB qui, d'apres les conventions precedenles el en regardant 
la direction consideree comme la direction positive, soit represenle ou 
mesure par le nombre a. Inversement, quand aucuneambiguite n'est a 
craindre. on pent designer par AB non le segment lui-meme, mais le 
nombre positifou negalif qui le mesure. 

Un segment dont I'origine se confond avee rexlremite est dit nul\ 
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sa direction n'est pas delerminee; on le represente par le nombrc 
zero. 

Si AA', BB' sont deux segments quelconques; si oa est un segment 
equipollent a AA', ab un segment equipollent a BB', le segment ob ou 
lout segment equipollent est dit la somme geomelrique des segments AA', 
BB'; cetie somme se represente par le svmbole 

AA'4-BB'; 

on a d'ailleurs 

AA '4-BB'r=BB'-+-AV. 

Le symbolc 

AA'-BB' 

represente la somme geometrique des segments A A' et — BB'= B'B; 
cette somme est aussi ce qu'on appelle la difference geometrique des dewv 
segments A A', BB'. On a 

AA - AA'=:: AA H- AA = o.^ 

De la notion de somme geometrique de deux segments, on s'eleve a 
la notion de somme geometrique de Irois, (|uatre, ... segments. La 
somme geometrique d'un nombre quelconque d'elements ne rhnnge 
pasquand on modifie I'ordre de ces elements; au lieu d'ajouler geome- 
triquement a un segment la somme geometrique de plusieurs segments, 
on pent lui ajouter successivement ces divers segments. 

Si AA', BB', CC, ... sont des segments quelconques et a, p, y, ... 
des nombres abstraits quelconques, le symbole 

a AA'-+-{?BBh-/CC' -+-... 

representera la somme geometrique des segments a A A', fJBB', yCC, ... 
definis comme precedemment. Etant donnee une egalite geometri(|ue 
(ou equipollence) exprimant qu'un certain segment geomelrique est 
equipollent a un autre segment ou a la somme geometrique de plusieurs 
autres, on pent toujours faire passer tous les termes dans un meme 
membre et ecrire ainsi cette egalite sous la forme 

(i) aAA'-f-(3BB'-f-yCC'4-...=o; 

ellc exprime alors qu'un certain polygone, dont les coles sont equipol- 
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lents aux segments aAA', ^BB', yCC esl ferme. Si cetle egalile est 

vraie, il en est de ineme de I'egalite 

oil X designe un nombre abstrait quelconque el oil Aa, X^, Xy, . .. desi- 
gnenl les nombres abstrails, positifs ou negalifs, oblenus en multi- 
pliant, suivant les regies de TAlgcbre, les nombres a, p, y, ... parX; 
cela resulle de la consideration de deux figures bomolhetiques, direc- 
tement ou inversemenl, seloTi que X est posifif ou negalif. 

Une egalite telle que(i) a un sens purement geometrique; si les 
lignes d*aclion des segments AA', BB', CC, . . . sont loutes paralleles a 
une meme droite sur laquelle on a choisi une direction positive, les 
segments AA', BB', CC, . . . pourront elre representes par des nombres, 
en remplaQant les symboles AA', BB', CC, ... par ces nombres; en 
efFectuant, au sens de TAIgebre, les multiplications et les additions, 
Pegalite subsistera au sens algebrique. 

Si Ton projelte tous les segments AA', BB', CC, ... sur un axe 
quelconque OX, au moyen de plans paralleles entre eux et non paral- 
leles a eel axe; si Ton designe par a, a\ b, b\ r, c\ ... les projec- 
tions des points A, A', B, B', C, C, .. ; les segments aa\ bb\ cc\ ..., 
dont la ligne d*action est OX, sont dits les projections sur cet axe des 
segments AA,' BB', CC, ...; une relation geometrique entre ces seg- 
ments, telle que la relation 

aVA'-h.3BB'-+-/CC -h...=o, 
entraine la relation suivante entre les. projections 



OLaa -i- ^ bh' -h y cc' -h * . . 1= o ; 

cette derniere relation pent pre . re un sens algebrique si Ton a cboisi 
sur raxe OX une direction positive, si Ton remplace les segments 
ad ^ bb\ c&y . . . par les nombres qui les mesurent, et si Ton eflectue, 
au sens algebrique, les operations indiquees. 

Si Ton prend dans Tespace trois axes de coordonnees ox, ov, oz^ ea 
parlant de la projection d'un segment sur Tun de ces axes, on entend 
que cette projection est effectuee au moyen de plans paralleles aux 
tieux autres. Un segment quelconque est la somme geometrique de 
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ses projections sur ces trois axes; si a, b, c sont Irois nombres repre- 
sentant trois segments portes respectivement sur les directions ox, oy, 
o3, la somine geomelrique de ces trois segments est un segment equi- 
pollent au segment dont Torigine est le point o, et I'extremile le 
point dont les coordonnees sont a, b, c\ en parlant de la direction de- 
finie par les trois nombres a, h, c, on entend la direction de ce der- 
nier segment. Des conventions analogues, sur lesquelles il est inutile 
d'insister, sont adoptees en Geometric plane. 

Si Ton designe les projections des segments AA', BB', CC, ... sur 
les trois axes de coordonnees oo?, oy, oz, respectivement par a,b,c, ... 
pour Taxe des a?, par a^, A,, c,, ... pour Taxedes j, par Cj, 6.j, Cj, ... 
pour Taxe des s, Tegalite geometrique 

(I) aAA+j3BBH-/CC/ -+-... 

entraine les egalites (geometriques on algebriques) 



(^) 



Reciproquement, ces trois egalites enlrainent I'egalite geometrique ( i ); 
ilsufiit, pourle voir, dedonneraux egalites (2) la signification geome- 
trique etde les ajouter geometriquement en remarquant que la somme 
geometrique des segments aa, aa,, aa^ est le segment a.AA'.... 

On dit qu'un plan est orienle (') si Ton a choisi dans ce plan un 
sens pour les rotations positives. Ayant pris dans le plan un point 
arbitraire et considerant une demi-droite (^), limitee a ce point et 
tournant autour en restant dans le plan, on definit Tun des deux sens 
d&ns lesquels elle pent tourner comme etant le sens positif; on con- 

(*) Cette denomination a 6i6 introduite par M. Darboux; voir d co sujel, dans le 
Tome XXni des Mathematischc Annalen, un article de M. Stephanos, Me'moire sur la 
representation y etc., p. 337. fl convient aussi de rappeler les notions de senu^plan, semi- 
droite, cjcle, etc , introduites et d6velopp6es par M. Laguerre dans de nombreuses et intc^- 
ressantes Communications. 

(') L'expression demi-droite sera employee dans la suite pour d6signer une droite ind^- 
6nie dans un sens ct limitee de I'autre a un point; une demi-droite d6finit une direction. 

De m^me Texpression demi-plan d^signcra une portion de plan s'^tendant ind^nniment 
d'un cdt6 d'une droite. 



(xa -h ^b 


H-yc H- . . 


. — 0, 


aa, -h j3ft, 


-+- yc, -H . . 


._o, 


(xUi-}- |36, 


H-yc, 4- . . 


0. 
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\ieQt. en outn^» de din^ Je deu\ demi-droUes sitaees dans le meme 
pl;ia qui tournent Jiutour de leurs extremiteSt en restaat paralleles et 
de uieuie s^u5» qu*elles tournent ilaus le meme sens; le sens des roU- 
tioDS positives est alors detiai pour tous les points iJa plan. Si I'on 
veuL on feut ioiaginer ua observalear^ les pieds appuyes sar le plas 
et regardant tourner une deini-droite a ses pieds; lorsqa'elle p^ksse 
devaut lui» elle va de s;i droite vers sa ^aache^ou de sa gaache Ters sa 
tlroite : Tun de res deux sens trorrespond aa\ rotations positives; si Tob^ 
servateur se transporte en un autre point da plan^ea restantsur La meoie 
Face (iu plan, le sens des rotations positives reste le meme poor lai. 

Etant donne dans un plan I'angle AOB» j*appellerai seas de OA vers 
OB le seus dans lequel une demi-droiie limitee au point O, eoincidaat 
d'abord avec 0A» doit tourner autour Ju point pour Tenir coineider 
avec OB. en <Jecrivant l"angle AOB < moindre que deux droits). D^ax 
au^les AOB. A O' B\ situes dans le meme plan, ont la meme dispo«- 
riou si le sensde OA vers OB est le meme que lesens deO'A' ▼ersO'B': 
«ian> ce cas, on peut deplaeer et deformer d'une fa<;on eoalinue Tangle 
A *VB'. sans le faire sortir du plan, sans que s«s coles viennent se pla- 
cer Tun sar Tautre oa dans le prolongement Tun de Taut re. de ma- 
niere a ie &ire coLociiier avec AOB. le eote 0^ X coineidaot a^cc i>A.. 
et le cote O ft avec OB. 

Site plaa qui coatieat ran>^{e AOB est oriente. oa dit que cet an^ie 
a ta disposition directe oa la dispoi^doa iuTerse sui^at que le seas dje 
OA Ters OB est oa non le sens des rotations positives. 

Si un plan est rapporte a un systeme d'axes eoordonaes (mt. ov^ il 
est. par oela meme. oriente : le sens des rotations positives est Itf seas 
d« OiC vers wi si les dea:\ directions o A. oX\ doat Tori^ae coiacide 
avce roh^« des eoordoanees. soat dednies^. comme il a ete expliuue 
plus bauL^ par les quantites <z. 6. d*uae part» (i\ b\ de raulre. Tangle 
Ao A aara la disposilioa direcfie oa La dispositioa inrerse \ ia disposi- 
don de Tangle my oa de Tao^cle ^^^d survantque le detenninaat 
<rf* — il h sera positit* oa ne-^atif. 

Si A.. B :§4]at dea\ directions sitjees dan:? uu pba oi-letiije^ pour de- 
dnir L'aa^e i A*. B * de ees deux dire ctioos^ oa procede cumme il suit : 
•»n menera par un point arbitraire o da piaa deu.\ deaii-dr«jttv.s /a. 
ih parallifitfs au:L deux direccioas A. B et de meme seus: qa'oa iuia- 
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gine ensuile une demi-droile ayant son origine en o et coincidanl 
d'abord avec oa, et sur cette demi-droile un point m tel que le seg- 
ment om ait la direction oa et soil egal a I'linite de longueur; si celte 
demi-droile lourne loujours dans le meme sens autour du point o, ct 
si on I'arrele a un moment oil ellc coincide avec la direction ob, le 
nombre qui mesure la longueur de Tare decrit par le point /;?, afTecte 
du signe -h ou du signe — , suivant que Ton a tourne dans le sens 
posilif ou dans le sensnegalif, est ce que Ton appelie I'angle (A, B). 
Get angle admet une infinile de determinations; toutes ces determina- 
tions forment une progression arithmetique, indefinie dans les deux 
sens, dontia raison est 27:; Tune d'elles est en valeur absolue moindre 
quei:; cette valeur absolue est la mesure de Tangle des deux direc- 
tions, tel qu'on le considere en Geometric. J'emploierai le symbole 
(A,B) pour designer Tune quelconque des determinations precedem- 
ment defmies; on a alors 

(A,B)-h(B, A)=:2/i7r, 

en designant par n un nombre entier positif ou negatif. 

Si Tangle (A, B) n'est pas un multiple de t:. Tangle aob^ defini plus 
haut et considere au point de vue geometrique, a la disposition di- 
recte ou inverse, suivant que celle des determinations de (A, B), qui a 
la plus petite valeur absolue, est un nombre positif ou negatif; on peul 
dire alors que Tangle (A, B), considere non comme un nombre, mais 
comme une figure, a, suivant les cas, la disposition directe ou la dispo- 
sition inverse. 

Si Ton se donne la figure (A, B), les lignes trigonometriques de 
Tangle (A, B) s.ont entierement determinees. 

En considerant trois directions quelconques A, B, C <lans un plan 

orienle, on a 

(A, B) -h (B, C) 4- (C, A) = 2/i7:, 

n elant un nombre entier positif ou negatif. 

Lorsqu'un plan (P) est rapporte a des axes coordonnes ox, oy, on 
rapporte souvent les directions contenues dans ce plan a la direc- 
tion ox; on dit, dans ce sens, qu'une direction oA est definie par 
Tangle 0, quand Tangle (ox, o A) est egal a 0. 

Si les deux directions A, B, sans etre situees dans un plan orienle, 
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>&iil pikrk.'iiAiry ^ oo Iri j^l^o. oa [•eul (OL^cTAcr. pour i'^iD^V • A. B > 
Si- i3iii> rc^f.*?*i-. ii> *2eu\ ^Vi'^Ktu^'iAy A* B a- soot f.i> p-rilJelt^ ^ 

*i^ <:^y dr'UTiLiDi!k*ii> fiT I. t:lic> ^erool loolcS comprises dii^ ik for- 

<'U it oonsbre a J^at pren Ir^ U-utes ies T^leors eoii^rc^ prisatiTes on 
o€^tiT>e^. II n*T k p;i5 lieu, d^of <:e cjiS« de oistJDf T3<er r^rs^le des d? ■\ 
d3rei<-li^D5 A. B dr r*a^le de> deox dine-rliuas B. A: le ^-Lrsinus d<^ 
r^o^^ de <-e« d<'ux direction?. suppo>ee> doDLei->. rst estienemest 

]t'lcT3EiEe: ]f >iT.u« <•! Ik tic^^-nie 5-"«nl delennices aa >i^e pre?, 

r<.ii>3d^T<4n5 deux Jxoilt^ >*jr les^oelles oa ai! nrS'^-ciiTrnK'Til <"l«oi>i 
deux dirediC'ns f^C'Sili^rs MX. OX': ima^inoDf un 5<^^ieiil <'^u\ k 
j'lmilr de 5'>n|roeor poile sur OX. d->nl le f-ens, enfiu, >c»it ^doi de li 
djrwlioD OX : <^Ai i !e noinbTe posilif on ne^lif qui TOfsure \k pr^>- 
j<hrlk»o de ce se^enl 5i:r O'X . projeftijn <irecioee sn m-oTeu d^ 
pl*ii> i**i*!]ele> k un piin fixf P. Si un seim^T^n! porlt* siir 1*X f*Ti pti- 
nlleJeinest ii OX e<l iiKSure p*r le Doa^l^re <i. 3*- n^^snliTv* a ^xi\ ine- 
sure 1* pT< je<-r3oa de <e ><^piifnl >.:r O X • faile pjiaUeleiuenl in 
p1*Tj P. *<r^ Jie 4iTi nombre a piT U rel*livn 



ij i. 



En p^irikolier. si ]es projections >dnl oitbo^«>Dale>. ie Di^xnbre 7 
?^rai ie e<i<ioc> de T^a^le des deox directions 0X« O X . 

On dil que i'esj^aice est i-Hfitt^ si l\'n k cLi^isi un sens pv*ur 3es rw^s- 

Sjfpc^soDS que sur one droile on Ail cboisi tine diie^iioa: iintpDOi^ 
un ofasermleur cc*5che sur \k drc^iie, Irt^er^c* de* pieds a U ifte fUir 
celte di^^tlion el enfiu un ueiui-pUn lioiur k U dix'tite e^i i-Mirmsnt 
jtutc^nr; qnand robserr^t^or wui ee pl«o passer devjint lui. i] f^eai le 
Tvir ^ler de si dnc^he \ers sn ^incbe oa de sd ^ueke ^ers s» tJTVtile: 
r no de ces de«x sens seni dit dumciz de$ qne e^ s^eas ^-xxrk txt ei^HSu 
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une dlreclion quelconque elanl donnee siir une droite quelconque, on 
saura ce qu*il faut entendre par un plan qui tonrne autour de cette 
droite dans le sens direct ou dans !e sens indirect, relalivement a 
cette direction: si, sur une mcnie droite, on considere deux directions 
opposees, les sens dcs rotations diroctes qui leur correspondent sont 
evidemment contraires. 

Considerons un triedrc ABC el imaginons un observateur ayanl les 
pieds en 0, traverse dcs pieds a la tete par la direction OC et regar- 
dant la face AOB; imaginons enfin nn denr)i-plan limite a la droite 
indefinie (C) sur Inquelle se trouve la direction OC, et s'appuvant 
d'abord sur la face AOC; lorsque ce plan tourne autour de la droite 
(C) de nianiere a venir s'applicjuer sur la face BOC en decrivant Tangle 
diedre OC, moindre que deux droits, I'observateur le voit tourner 
dans un certain sens (de gaucbe a droite ou de droite a gauche); 
c'est le sens que j'appellerai sens de OA vers OB pour I'observateur 
couche sur la direction OC. Pour le meme observateur, le sens de OB 
vers OA est contraire au sens de OA vers OB; pour les observateurs 
couches suivant les directions OA, OB, OC, les sens respectifs de OB 
vers OC, de OC vers OA, de OA vers OB sont les memes. 

Deux triedres OABC, O'A'B'C ont la meme disposition si, pour Tob- 
servateur couche suivant OC, le sens de OA vers OB est le meme que 
le sens de O'A' vers O'B' pour Tobservateur couche suivant O'C ; s'il 
en est ainsi, on pent, en depla<;ant el en deformant d'une maniere con- 
tinue le triedre O'A'BX', sans que les irois aretes soienl jamais dans 
un meme plan, I'amener a coincider avec le triedre OABC, O'A' coin- 
cidant avec OA, OB' avec OB, O'C avec OC; reciproquement, si cette 
coincidence est possible de cette maniere, les deux triedres ont meme 
disposition. 

Les trois triedres OABC, OBCA, OCAB ont une meme disposition, 
differente de celle des triedres OACB, OCBA, OBAC. 

Si Tespace est oriente, on dira que le triedre OABC a la disposition 
directe ou inverse, suivant que, pour Tobservateur couche suivant OC, 
le sens de OA vers OB est direct ou non. 

Si Tespace est rapporte a trois axes de coordonnees ox, oy, oz, il 
est oriente par cela meme; Ic sens des rotations directes est le sens 
deOX vers OY pour Tobscrvateur couche suivant OZ. 



53 J. TAvyn.T, 

Un Irii-dre a la di>(».:>ili-.'T) ♦iirecte on invt-rse, suivant qu'il a ••m 
TifTi la difpoMtion Ju IrieJre'^'j -kr: si les troi? directions OA, OA •OA • 
'J.t: l'ori;:iD€' eM a r«.»ni:iDe 'Jes coordoDoees, Siml detinies re?f»ecli- 
M^mirLX [df le? quaDtilesfl- /'• r: a . h\ c : a\ //. r\ la dispc»sitioD du 
\ne^re OAA A' sera dirf-cte ou inverse suivant que le determioant 



7 /. 
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sera posiiif ou ne^aiiL Si, en effel, on deplace d'ane facon contiooe 
les direclii'ns OA* OA . OA', les quantites a. b. c: a\ h\ c : a\ //, r* 
varieront d'une facon continue: le determinant precedent ne poiirra 
changer de si^ne et s'annuler que si les truis directions viennent dans 
on meme plan: enfin, ii est positif quand OA, OA , OA' coincident 
respectiTement avec o.r, or, oz. En particulier, si ces axes sonl rei- 
lan^nilaires et si les trois directions OA, OA , OA'^ formeot un Iriedre 
tnrectangle a disposition direcle, si les neuf quantites a, /»« r« .. . 
sont les cosinus direeteurs de ces directions, le determinant sera 
e<ral a H- i, et cbacno de ses elements sera e<ral au mineur corres- 
pendant. 

Supposfins toujours Tespace oriente. Considerons un pl^^n (P) et 
une direction {D * non parallele au plan: imaginons un demi-plan 
lamile a la droite sur laquelle se trouve la direction < D » et toumant 
autour de cetle droite. relalivement a cette direction, uans le sens 
direct: la trace de ce plan mobile sur le plan < P» loumera dans un 
4-ertain sens autour d'un f»oint de i P » : ce sens pourra etro pris pour 
le sens des rotations positives dans le plan i P i: si Ton a fait cette 
convention, on dira que Torientation du < P ) correspond a la direction 
I D ». Le c^s le plus utile a consi Jerer est celui oil la direction < D * est 
perpendiculaire au plan. Par exemple, on pent orienter tons les plans 
tangents a une sphere par cette condition que, pour chacnn d*eu\, 
Torientation corresponde a la direction qui va du centre do la sphere 
au point de contact. 

Inversement, si Ton se donne un plan oriente < P ), on pourra, sur 
rhaque droite (d ^ non parallele au plan \P)^ choisir une direction 
determinee ( D i, qui corresponde a rorientation du plan. Si Ton 
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marche dans une telle direction en partanl d'lin point du plan (P), on 
pourra dire que Ton va au-dessus du plan (P); les deux regions de 
Tespace siluees Tune au-dessus du plan oriente (P), Taulre au-des- 
sous, se trouvent ainsi nettenient distinguees. 

Si OA, OB sont deux directions siluees dans un plan oriente (P), si 
OC est une direction qui corresponde a Torienlation du plan (P), le 
triedre OABC aura ou non la disposition directe suivant que, dans le 
plan (P), Tangle AOB a ou non la disposition directe. 

Etant donnes deux plans orientes (P), (Q), non perpendiculaires 
entre eux, on dira que les orientations de ces deux plans sont les 
memes, si les directions perpendiculaires aux plans (P), (Q) qui 
correspondent aux orientations de ces plans font entre elles un angle 
aigu. 

Soient AB un segment et un point : le segment OC, dont la ligne 
d'action est perpendiculaire au plan qui passe par le point et la 
droile AB, dont la direction OC est telle que le triedre OABC ait la 
disposition directe, dont la longueur enfin est mesuree par un nombre 
(posilif) egal au produit des deux nombres (positifs) qui mesurent 
Fun la longueur du segment AB, Tautre la distance du point a la 
ligne d'aclion de ce segment, esl dit le moment du segment AB par 
rapport au point 0; la meme denomination s'applique a lout segment 
equipollent a OC. On pent dire que le nombre (positif) qui mesure 
la longueur OC est egal au double du nombre qui mesure I'aire du 
triangle AOB. 

Les moments des segments AB, BA, par rapport au point 0, sont 
egaux et opposes. 

Supposons que sur la ligne d'action du segment AB on ait choisi 
une direction positive; soita le nombre positif ou negatif qui mesure 
le segment AB. Si du point on abaisse, sur la ligne d'action du seg- 
ment AB, une perpendiculaire 00', puis que Ton fasse tourner, d'un 
angle droit, autour de la ligne d'action de AB, dans lesens direct cor- 
respondant Ji la direction positive choisie sur cette ligne, le demi-plan 
que limite cette ligne et qui contient le point 0, le segment O'O viendra 
occuper une position O'O, ; le moment du segment AB par'rapport au 
point sera equipollent au segment a . O'O,. 

Le moment de AB par rapport au point est nul si le point esl 
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:^Lca•f suT i^V-'^t lActhyndti Segment AB. ou si le segment AB eft qdI: 
il ae pect etre aal que lUos ce:> >ieax c;i5. 

SI uQ 5e;^ait>nt ^« iepbce sur sa U:^oe d'aotioD. en resuat d'auieer> 
^•li- I' i«eu'. ^ I^Umeoie. s«>q moment par rapport a un point lixe quel- 
ivniU'* ne i^han^e pi^. 

Si te plan 'ie> irois p-jLnrs AuB est orientetrtsi^ur Ij perpec:«il4!aiair« 
ill* ^iiQ en pr»:a'i c naiu*? iiLrec:ioQ positive la liireetioa €i!>rresf'*>D- 
'hntr A r>rieatitioa iu piaa. :e r^ombre p'>iiLit ou n^^ptif qui me:?ur^ 
i': r^ le ca'j2ieiit Je AB p^r rapp^>rt au point O n'est aatre ebos^ qce ei? 
qa'.n appeile. 'iaoi ies Trailer elementaires. monism dn s^jjF^m AB 
par r^pp^jrt an point O. 

L:^rsqa'il /a^ira Je p«>Knts situes 'iaas un plan orircte, il n'v a an- 
•run iaeonTenlent a em:l)ver le m-jl mtymrnt Mur ile-S'^ner 5*>it an 
s«-^mest tie tiroite. cooicae daos la prx:uiiere ^iefioiiioa afi>>ptee. sc*it nn 
cvOEibre p«;)e>iiif on ne^alit, c>jm3iie on ie tatt babitueJemeat. Si Ton 
>ju>-entenii. rumme en le tera •ians la suite, qae la direction positive. 
f»«frpendicu[aire au pun. sur la-iacLie e>t pv-rte le sega>ent. corre>p*jBd 
A TortentauoD du pun. veia re^iect a n'emplojer qti'un meiBe s\aib«>ie 
p->ur de:^i^^ker an segonenl et le nomtre p>>itif ou ne^Arit qui le rep*re- 
9ente« d*apres le> eonventions iaterieur.rnjcnt adoptr^s. 

Je desi^aerai dans ce qui suit par I*: sjuib«>le • ABO » te mooieat dti 
vrguie-.t AB par rapport au pointO; Ir>trK>is segment*' ABO-.- BmA •. 
' UAB ronl e*]uipollent5: it en €st de mctne des se^meats « BA*J . 
■ AOB . OBA '. qui s*>nt e^aux et opp -sesaux precedents. 

Le oionient d'an segment AB par ra^ port a une droltc D est la pr>- 
ji?*!tion orthoi^jaale sar *:eue drvUe du momeat du Sciiuient AB par 
rapp«:'rt a Tun queie'^oque O de ses points: c'est enci-re. si T^n vent, 
[< BkoiD'dnt par rapport an point O dtr la project. on vrth '^oo^ie A 6 
du se-^ment AB s^r on plan uiene pir ^e p -^int O perpendicu'aireaaeiit a 
[a (iroite D: i'equivaleoee manilVste de ces «ieu\ deanitions tu^-aire 
tnen que la premiere est. eooiniela se-.'-'aJe. independante di point O. 
Si V^jtx a i.-iMjisi sur la droite D uoe direetioQ positive, le niment de 
AB par rapp^jrt ik la droite D sera niesore par un nombre p jsi^uf oa ne- 
^aiitV Le motnent d'on se^^ment par rapport a un p^/int O es;ta souiiue 
^•fometriqoe des tcoments «ie ee se^meal par rapport a trots drnnus 
ret^tanjpihires passant par ce point. 
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Etanl donnes dans Tespace un systeme quelconque de segments et un 
point 0, on appelle moment resultant dii systeme par rapport au point 
O la somme geometrique des moments par rapport a ce point des divers 
segments qui composent le sysleme. 

Considerons d'abord un sysleme de segments tels que leurs lignes 
d'action passent par un meme point; je conviendrai d'appeler irsul- 
tante de ces segments un segment equipollent a la somme geome- 
trique des segments donnes el dont la ligne d'aclion passe par le point 
rommun aux lignes d'action de tons ces segments. 

Etant donne un systeme de segments, tels que leurs lignes d'action 
passent par un meme point, le moment resultant de ce sysleme par 
rapport a un point quelconque est equipollent au moment, par rapport 
au meme point, de la resultante du systeme. 

Si Ton admet ce theoreme, on voit, en projetant orthogonalement les 
moments sur une droite passant par le point par rapport auquel on 
prend les moments, que la somme geometrique des moments des seg- 
ments du systeme considere, par rapport a une droite quelconque, est 
egale au moment, par rapport a la meme droite, de la resultante du 
svsleme. 

Inversement, si ce second theoreme etait etabll, le premier en resul- 
lerait immediatement, puisqu'il serait prouve que les projections sur 
une droite de direction quelconque des deux segments dont on a a 
prouver Tequipollence sont deux segments equipollenls. La demon- 
stration du premier theoreme est done ramenee a celle du second, qui 
va resuller facilement de laremarque suivanle. 

Soit ( P) un plan oriente, soienl dans ce plan AA, un segment ct 
un point ; soit, loujours dans le plan, OX une direction telle que 

Tangle (OA, OX) soit egale a 4-7^; considerons OX comme la direction 

positive choisie sur la perpendiculaire a OA ; la projection Oa^ du seg- 
ment AA| sur celte droite sera representee d'apres nos conventions par 
\\n nombre positif ou negatif; soit enfm r le nombre positif qui me- 
sure la longueur OA ; on aura 

(AA,0) = /xO^„ 
en designant par (AA,0), Oa, les nombres posilifs ou ncgalifs qui 
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repiesentent, d'apres nos conventions, les segments que designent les 
rneines symboles. 

Ceci pose, considerons dans le plan (P) des segments en nomhre 
queleonque dont les lignes d'action passent par un memo point A : on 
pent, pour I'evaluation dc leurs moments, supposer que tous ces seg- 
ments aient pour origine le point A; designons-les alors par AA,, 
AA., . . ., AA„ ; soil AS leur resultante ; soient toujours le point par 
rapport auquel on prend les moments et OX la direction telle que 

Tangle (OA,OX) soit egal a + -; on aura, en adoplant toujours les 

memes conventions et en designant par flr,, a.,, . . ., cr,,, s les projections 
sur OX des points A,, A^, . . ., A^,, S, 

(AA,0)— /• X Oa,, 



(A A„0) — /• X 0«„, 

(ASO) :=--/'X05, 

05 = 0a, H- Oflr, -i- . . . -H Ort„. 

On en conclut 

(ASO) =: ( AAiO) -f- (A A,0) -f- . . . -h (AA«0). 

Cette egalite est une egalite entre des nombres ; elle exprime ce fait 
geometrique que le moment de la resultante par rapport a la perpen- 
diculaire au plan (P) menee par le point est egale a la somme geo- 
metrique des moments par rapport a la meme droite des elements du 
systeme. C'est, dans le cas particulier oil tous les segments sont dans un 
meme plan, le theoreme dont on a besoin. 

Si Ton considere maintenant un systeme queleonque de segments 
dont les lignes d'action passent par un meme point A et une droite 
queleonque (D), il suffira, pour obtenir le theoreme general, d'appli- 
quer le theoreme particulier que Ton vient de demontrer au systeme 
de segments formes par les projections orthogonales des segments 
donnes sur un plan (P) perpendiculaire a la droite (D), en prenant les 
moments par rapport au point oil la droite (D) perce le plan (P). 

Soient AA, un segment, 0, 0' deux points quelconques; la diffe- 
rence geometrique (AA,0') — (AA,0) enire les moments du segment 
AA, par rapport aux points 0' et est egale au moment (0a,0') par 
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rapport au point 0' d*un segment Oa, equipollent a AA, el ayant le 
point pour origine. 

Soit en effet Aco un segment equipollent a 00' et ayant pour origine 
le point A; AO'etant la resullante des deux segments Ao) et AO, on 
aura, en donnant aux signes =, -\-, — le sens geometrique, 

(AO'A,) =1 (Aw A,) -h (AOAi) ; 

(J*ailleurs 

(AA,O0=-(AO'A0, 

(AA,0) -:i-(AOA0. 
(AAiCo) =— (Ao)A,): 

done 

(AAi0')-(a;a,0) = (Aa,w). 

Mais, comme on peut passer de la figure formee par les trois points 
A, A,, 0) a la figure formee par les trois points 0, a,, 0' par une trans- 
lation egale a AO, il est clair que le segment (AAiCo) est equipollent 
au segment (Oa, 0') et le theoreme est demontre. 

II resulte de la que, si Ton considere un systeme quelconque (2) 
de segments et deux points et 0', la difference geometrique entre 
les moments resultants de ce systeme par rapport aux points 0' et 
sera egale au moment par rapport a 0' d'un segment equipollent a la 
somme geometrique des elements de (2) et dont la ligne d'action 
passe par le point 0. En particulier, silasomme geometrique des ele- 
ments de (2) est nulle, le moment resultant de (2) par rapport a un 
point est independant de ce point. C'est ce qui arrive, lorsque (2) 
sereduit a un couple, c'est-a-dire a deux segments dont les lignes d'ac- 
tion sont paralleles, qui ont des longueurs egales et des sens opposes. 
Les moments resultants d'un couple par rapport a deux points quelcon- 
ques sonl equipoUents ; ce moment constant, equipollent par exemplc 
au moment de Tun des elements du couple par rapport a un pointsitue 
sur la ligne d'action de Tautre, est ce qu'on appelle Vaxedix couple. 

Deux systemes de segments (2), (2') sont dits equivalents si la 
somme geometrique des elements de I'un est equipollente a la somme 
geometrique des elements de I'autre, et si, en outre, le moment resul- 
tant de I'un par rapport a un point est equipollent au moment resul- 
tant de I'autre par rapport au meme point. 

Ann, dt Vtc, Normale, 3" Serie. Tome HI. — F£vrier 1886. 8 
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II resulte du theoreme preceJcDt que ceUe definition ne depend pas 
du eboix du point 0. 

Deux couples dunt les axes sont equipollents constituent deux sys- 
lemes equivalents. 

Un ensemble de couples est equivalent a un couple donl Taxe serait 
la somme geometrique des axes des couples donnes. 

Enfin un systeme quelconque est equivalent au systeme que forment, 
d*une part, un couple dont Taxe est le moment resultant du systeme 
par rapport a un point arbilraire 0, de Tautre, un segment equipollent 
a la somme geometrique des elements du systeme et dont la ligne d'ac- 
tion passe par le point 0. Si ce point pent etre pris de maniere que 
le moment resultant soit nul. le systeme est equivalent a un segment 
unique qui est dit la resultante du systeme. 

Supposonsque Tespace soit rapporte a des axes coordonnes rectan- 
gulaires ox, ov. 02, et soient A,, A^deux points ayant pour coordon- 
nees lespectives x,, v,, :;, ; a\j, v^, z^i le moment du segment A, A, 
par rapport a Torigine o sera le segment qui va du point o au point I 
dont les coordonnees sont 

>•,-;• — .>'i-i- -'I'T* •^i^T), »r,Vj — j*j >', : 

la direction o\ est en eflet perpendiculaire aux deux directionsoAi, oAs, 
b' triedre oA, A^l a la disposition directe, puisque le determinant 
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est positif; enfin le nombre qui mesure 01 est bien, comme il est aise 
de le voir, le double du nombre qui mesure Taire du triangle oA, A,. 
Les nombres }\z.,— y^z^,z^x.. — z^x^, -I'lVj — jTjV, niesureront les 
moments du segment A, A, par rapport aux droites ox, ov, oz. 

Considerons un corps solide(S) quitourneautour d*unedroite ^D )et 
un demi-plan limite a la droite ( D ), invariablement lie au corps (^S ) ; 
soit Az la valeur absoiue de Tangle infiniment petit decrit parledemi- 
plan, a partir de Tepoque / pendant Tintervalle de temps infiniment 
petit A/; la vitesse angulaire du corps solide a Tepoque / est un seg- 
ment dont la longueur est mesuree par le nombre positif qui est la 
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liniite de ^. dont la ligne d'action est la droite (D), dont le sens est 

tel, que I'observateur couche sur la droite (D)/traverse des piedsa la 
tete par la direction du segment, voie la rotation s'effectuer dans le 
sens direct. Si sur la droite (D) on a cboisi une direction positive, 
le segment qui represenle la vitesse anguiaire sera mcsure par un 
nombre positif ou negatif ; on donne aussi a ce nombre le nom de 
vitesse anguiaire, 

Quand un corps solide tourne autour d'une droite (D), la vitesse 
d'un quelconque de ses points, a Tepoque /, est le moment par rapport 
a ce point de la vitesse anguiaire a I'epoque /. 

Cette remarque, les theoremes precedents sur les moments et la 
proposition relative a la composition des vitesses dans le mouvement 
relatif permettent de constituer toute la tbeorie de la composition 
des rotations. 

Un segment peut etre variable; il peut etre regarde comme une 
fonction d'une variable num6rique, si, pour chaque valeur de cette 
variable, il est determine, au moinsen grandeur et en direction. Si Ton 
designe par t la variable numerique, on peut representer par/(/) un 
segment qui depend de cette variable; ce symbole designe, bien en- 
tendu, non une fonction numerique, mais une fonction geometrique. 

Si a chaque longueur donnee S correspond un nombre positif £, tel 
que la difference geometrique /(^o + ^) —/(^o) «it une longueur 
moindre que 8, pourvu que le nombre h soit en valeur absolue moindre 
que £, la fonction geometrique/(/) sera dite continue pour / = ^o- 

D'apres les conventions adoptees au debut, le symbole 

J[/(^+/0-/(0], 

oil Aestun nombre et oil le signe — a le sens geometrique, designe 
un certain segment; s'il existe un segment /'(^), tel que, a chaque 
longueur donnee Scorresponde un nombre positif £, tel que la longueur 
de la difference geometrique 
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soit moindre que o, pourvu que le nombre Asoit, en valeur absolue, 
moindre que e, on dit que le segmenty(/) admet une derivee geome- 
trique. Celte derivee geometrique est le segmenl/'(/). De la notion de 
derivee geometrique premiere on passe a la notion de derivees g6o- 
nietriques seconde, Iroisieme, elc 

Dans le cas oil la ligne d'action du segment /(/) reste parallele a 
une droite fixe, sur laquelle on a choisi une direction positive, on peut 
donner, d'apres les conventions expliquees au debut, une signification 
numerique au symboIe/(/) ; la derivee numerique de la fonction nu- 
merique/(/) represenle alors, d'apres les memes conventions, la de- 
rivee geometrique du segment/(/). 

Si A,B,C, . . . designent des segments geometriques, fonctions d'une 
variable t, admettant des derivees geometriques A', B', C,..., et si 
a, p, y, ... designent des nombres constants, la somme geometrique 

des segments aA, ^B, yC, ... admeltra pour derivee geometrique la 
somme geometrique 

aA'-+-(3B'4-yC'4-... 

des segments aA', PB',yC', ..., derivees geometriques des segments 
aA, ^B, yC, ... ; la demonstration est identique a la demonstration 
du theoreme correspondant d'Analyse. On peut meme supposer que 
les nombres a, p, y, ..., au lieu d'etre des constantes, sont des fonc- 
tion numeriques de la variable /; en designant alors par a', ^\ 
Y leurs derivees numeriques, la derivee geometrique du segment 
aA -I- pB H- yC -t- . . . serait le segment 

a' A -+- ;3' B -f- y' G -f- . . . 4- a A' -f- i3 B' -h y C -h . . . , 

le signe -h se rapportant toujours a I'addilion geometrique. 

U resulle de ce theoreme et de ce que, si Ton a pris trois axes coor- 
donnes ox, oy, oz, tout segment peut etre regarde comme la somme 
geometrique de ses trois projections sur ces axes, que si les projections 
sur ces trois axes d'un segment variable ont des derivees (geometri- 
ques ou numeriques), le segment a une derivee egale a la somme g6o- 
metrique des derivees de ces projections ; inversement ces derivees sont 
les projections sur les axes dela derivee geometrique du segment. 

On voitde meme que, si Ton projette le segment sur le plan desxy 
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par exemplc, au moyen de paralleles a Taxe des 5, la derivee geome- 
trique de la projection est la projection de la derivee geometrique du 
segment considere. 

La Vitesse d'un point mobile est la derivee geometrique, par rapport 
au temps, du segment qui va d'un point fixe quelconque au point 
mobile, Tacceleration est la derivee geometrique de la vitesse. 

Supposons que le segmenty(^) admette pour derivee geometrique 
le segment/'(/) et que, lorsque t varie de a a 6, la longueur de ce 
dernier segment resle inferieure ou egale a une longueur fixe L, la 
longueur du segment 

f(b)-f{a ) 
b — a 

sera au plus egale a L ; dans celte formule le signe — au numeraleur 
a le sens geometrique; le numerateur est un segment qui doit etre 

multiplie, au sens explique plus haut, par le nombre , _ » Si Ton 

suppose que le segment/(^) ait une origine fixe et que Ton regarde 
la variable / comme representant le temps, cela revient a dire que, 
pendant un intervalle fini, la vitesse moyenne d'un mobile ne pent 
pas etre constamment superieure a la vitesse de ce mobile; sans 
insister davantage sur cette proposition, dont il serait bien facile de 
rendre la demonstration rigoureuse en supposant que la fonction geo- 
metrique/' (/) soit continue, je remarquerai qu'elle pent jouer, dans 
bien des cas, le meme role que, dansTAnalyse, la formule des accrois- 
sements finis. 

On trouvera, de meme, une interpretation geometrique de la for- 
mule de Taylor etdu terme complementaire (*) oudediverses formules 
analogues. 

Je me conienterai do renvoyer le lecteur au Memoire de M. Darboux 
Sur les developpements en serie des fonctions d'une seule variable (^Journal 
deLiomille^ 3® serie, t. II, p. 291). Sansdoute les problemesqu'a traites 
M. Darboux paraissent tres differents de ceux que je signale, mais la 
methode qu'il a suivie s'appliquea ces derniers, avec des modifications 
insignifiantes. 

(*) La signification cinematique de la s6rie de Taylor a ole signalee par Mobius, Journal 
de Crelle, t. 36. 
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II. 



Considerons un plan fixe (/?) et un plan mobile (P), qui se meul sur 
le plan (/?) en coincidant constammentaveclui; supposons lcplan(/>) 
rapporleaunsystemed'axescoordonues rectangulaires oxy oy, Soienl, 
a Tepoque /, x,y les coordonnees d'un point quelconque M invaria- 
bleinent lie au plan P ; w, i' les coordonnees du centre instanlane de 
rotation I; soil enfin o) la vitesse angulaire de rotation du plan (P). 
En designant par AB une direction quelconque invariablement liee 
au plan (P) et par a Tangle {ox, AB), on a 

io est un nombre positif ou negatif. Cette definition coincide avec la 
definition donn^e anterieurement de la vitesse angulaire comme un 
segment porle sur la direction perpendiculaire au plan (P) qui corres- 
pond a I'orientation de ce plan. 

Ceci pose, les projections -i-) -1- sur les axes o.r, oy de la vitesse du 

point M sont donnees par les formules 



(I) 



dr . / 7: 

Tt ~ " ''^^-^' ■" ^) — w/'COs( 9 H- - 

dy • / 7r\ 



en designant par r= -h yj{x — u)^ -h (y — ^^y le nombre positif qui 
mesure la distance liVl et par f Tangle (oo;, IM), defini par les egalites 

(2) .r — w=:rcos9, y — i' = rsin9. 

On deduit des equations (i), en prenant les derivees par rapport 
a /, 

dt^ ^^ ' dt 

d^y ,, . , djT 

-j^ z=L &)'(.r — w) — ww'-f- oj-7-> 
at- at 

oil (o', w', v' sont les derivees de w, 1/, v : en posant 

(3) a'r=Vcos5, r'=Vsin9, 
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et en tenant compte des equations (i), les valeurs des projections sur 
les axes ox, oy de Tacceleration du point M deviennent 

I -Tj^ = o)^/cos(9 -h tt) -+- (i)Vcos( 6/ — - j -f- w'/cosf 9 h — ) , 



(4) 



d'y 



di^ 



^ =r oy^r sin (9 -l-7r) -h wV si 



'"(»- 



0)'/* sine 9 -+- 



') 



Ces formules s'inlerpi etent inimediatement (/tg- 1) ; la direction d^finie 
par I'angle 9 h- it est la direction Ml ; Tangle defmit, sur la tangente 




commune en I aux deux courhes (C), (C), lieux du centre instanlane 
dans les plans (p) et(P), une direction determinee IT, telle que Tangle 
(ox, lT)soit egal a ; V est un nombre positif ou negatif qui mesure 
un segment porle sur cette direction. Ce segment n'est autre que la 
Vitesse avec laquelle se deplace, dans le plan p, le centre instantane de 

rotation; Tangle 6 definit sur la perpendiculaire a IT une direc- 

tion IK, telle que Tangle (IK, IT) soit egal a + -; enfm Tangle 9-1-7 
definit, sur la perpendiculaire a IM, une direction IN telle que Tangle 
(IM, IN) soit egal a 4- - : ceci pose, Tacceleration du point M est ma- 

nifestement la somme geometrique de trois segments ; 

I" Le segment co^MI ; 

a*" Un segment mesure par le nombre cdV porle sur la direction IK ; 

3** Un segment mesure par le nombre coV porte sur la direction IN. 

Cette proposition s'etablit facilement par des considerations geome- 
triques qui, si Ton y regarde d'un peu pres. sont absolument equiva- 
lentes aux calculs d'oii on Tadeduite. 
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Determiner racceleralion du point M, c'est trouver la derivee geo- 
metrique de sa vitessc. 
Soient 

///, An' deux positions, dans le plan (/?), aux epoques / et / -f- A^ du 

point M du plan (P) ; 
<'/«» ^V les vilesses de ce point ; 
CO et w -I- Aw les vitesses angulaires du plan (P); 
I et r les centres instantanes de rotation aux memes epoques. 

II s'agit d'avoir la limite, pour A/ = o, du segment 



«%« «'m 



^t ' 



soit v\^. la Vitesse qu'aurait, au temps/, le point du plan (P) qui, a ce 
moment, coincide avec le point ni du plan (/?) : on a, en donnant aux 
signes le sensgeometrique, comme dans la formule precedenle et dans 
le reste de la demonstration, 

* in * m * w ^ m ^ m * ni 

^t '~~ ^l Xt 

Considerons la deuxieme partie : on obtient les segments v„, et v„,' en 
faisant tourner de Tangle + - les segments colm, colm; leur diffe- 
rence geom^trique v„, — v^ s'obtiendra done en faisant tourner du 
meme angle le segment 

co(Im' — I/??) =z w. mm' , 

D'ailleurs le segment -r-^ n*est autre que la vitesse moyenne, pendant 
rintervalle de temps A/, du point M; la limite de ce segment s^oblient 
en faisant tourner de Tangle h- - le segment co I/w, par consequent 

la limite du segment "^7" "' s'obtiendra en faisant tourner de Tangle 

--+-- = IT le segment w^ I w : cette limite n'est autre que le segment 
(si^ ml. Considerons maintenant la premiere partie 
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on obtient ^„*' en faisant tourner de I'angle -♦- ^ le segment 

( 0) -i- \(o) V m\ en sorte que le nnmerateur de Texpression dont on 

cherclie la limile s'obtient en faisant tourner de Tangle -f- - le seg- 
nient 

on aura done a faire tourner de Tangle ■+- - la limite du segment 

wl'l Aw,, , 

- A- — ^- 1- Twj'. 
A^ A^ 

IT 

Or x7 est la vitesse moyenne du centre instanlane de rotation pendant 

Tinlervalle A/ ; la limite de ce segment n'est autre chose que la vitesse 
IRdu centre instantane ; la ligne d*aclion de ce dernier segment est la 
tangente commune en 1 aux deux courbes (C) et (C), la limite du 

, ri IT 

segment ^ -tt ~ "~ ^ a7 ^^^^ 

— wIU = wRI. 

On aura a faire tourner ce dernier segment de Tangle -f- - ou, si Ton 

veut, le segment coIR de Tangle ; entin le segment^ T/w' aura 

manifestement pour limite le segment (o'lm; on aura a le faire 

lourner de Tangle h- -; on a ainsi retrouve les trois parties dont Tac- 

celeration du point M est la somme geometriquc. 

On observera que la derniere partie n'intervient pas dans Texpres- 
sion de Tacceleration normale du point M. Quant aux deux premieres 
parties, il est naturel de les composer de la fagon suivante : soit (/ig- 1)» 
sur la normale commune aux deux courbes (C), (C) un segment IG 

qui, en prenant IK pour direction positive, soit mesure par le nombre 

V . 

- : le point G est dit souvent/wJfe des inflexions, Les deux premieres par- 
ties dont se compose Tacceleration du point M sont les segments 
(o^MI, (o-IG dont la somme geometrique est cd^MG, en sorte que, si Ton 
designe par y la projection orihogonale du point G sur OM, Taccelera- 

Ann, de V Ec, Sormale. 3*Serie. Tome UI.— F£vbicr 1886. 9 
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tion norniale du point M sera le segment w^My ; de la construction de 
Pacceleration normnle, il sera bien facile de deduire la construction du 
cenlre de courbure de la trajecloire du point M ; mais, avant dem'oc- 
cuperde cesujet, j'ai besoin de faire une courle digression. 

Supposons que, fi I'epoquc /, on fasse correspondre a cbaque point 
M (lu plan(P) le centre de courbure M' de la trajectoire de ce point. 
Si Ton considerc deux points infiniment voisins M, M,, les points cor- 
respondanls M', M', seront infiniment voisins, puisque, en vertu de ce 
qui precede, la difference geometriqueentre les accelerations normales 
des points IM, M^ est infiniment petite. 

II resulle de la que, si Ton considere une courbe (F), invariable- 
Fig. 2. 




ment liee au plan ( P), et la courbe (F') enveloppe des positions que la 
courbe (F) vient occuper dans le plan (/?), en sorte que, d'apres une 
proposition bien connue, la courbe (F) louche a Tepoque /, la courbe 
(F') au pied A de la normale lA abaissee du centre instantane de rota- 
lion I sur la courbe (F), le centre de courbure M' de la courbe (F'), re- 
latif au point A, correspondra au sens que je viens de dire, au cenlre 
de courbure M de la courbe (F) relatif au memo point A. II sutfil, pour 
s'en convaincre, dejeter un coup d'oeil sur lay?^. 2. 
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(F)et(F,) sonl deux positions de la courbc (F) aux epoques 
/ et / -j- A^ ; I el r ies centres instantanes de rotation aux memes epo- 
ques; lA, I'a, sont Ies normales abaissees respectivement des points 
I, r sur Ies courbes (F), (F,), qui louchent leup enveloppe (F') en 
A et a, ; a est le point de (F) qui, a Tepoque t -I- A/, vient en a, ; la 
normale a (F) en a coupe la normale lA en A au point [x, infiniment 
voisin du centre de courbure M de la courbe (F) relatif au point A, la 
normale Fa, en a, a la courbe (F,) coupe la droite lA en un point (jl' 
intiniment voisin du centre de courbure M'de Tenveloppe (F'), puisque 
Ies deux droiles lA, Ta, sont deux normales infiniment voisines a cette 
enveloppe ; d'aillcurs a Tepoque / -f- A/ le segment a[x vient occuper 
la position a, [x, sur la normale en a, a la courbe (F,), en sorte que la 
droite a, a,!' est la normale en a, a la trajectoire [X[x, du point (jl; par 
suite, le point [x' intersection de deux normales infiniment voisines a 
celle trajectoire est aussi infiniment voisin du centre de courbure de 
la trajectoire du point M ; par suite enfin, le point M' correspond bien 
au point M. 

En parliculier, le point C centre de courbure de la courbe (C), relatif 
au point I ou cette courbe toucbe son enveloppe (C), a pour corres- 
pondant le point C centre de courbure de la courbe (C) relatif au 
meme point I. 

Ceci pose, conservons dans h\ fig^ 3 Ies memes notations que dans 

\\\fig. I , en sorte que, M etant un point quelconque du plan (P), I le 

centre de courbure a Tepoque /, G le pole des inflexions, y le pied de 

la perpendiculaire abaissee du point G sur LM, w^My Tacceleration 

normale du point M; soit M' le centre de courbure de la trajectoire du 

point M; supposons enfin que sur la droite IM on ait pris une direction 

positive quelconque. On aura, en ecrivant que le produit de Taccele- 

ration normale par le rayon de courbure est egal au carre de la vilesse 

du point M, 

r.>2MYxMM'=co-iMP; 

dans cette egalite MM', My, MI representent, avec leurs signes, Ies 
nombres qui mesurent Ies segments de memes noins ; cette egalite 
equivauta la construction suivante du point M'. Soit S le point ou la 
droite MG rencontre la perpendiculaire IN a IM; par le point S menez 
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une parallele a IG, le point oil elle rcacontrera la droite IM sera le 
point M'; la figure montre en eiTet que Ton a 



My _ MG MI 
MI " MS ~ MM 



/ > 



iroii 



(i) 



M7xMM'=iMP. 



Cetle meme egalile montre comment le point M' varie quanJ le point M 



Fie- 3. 



N N I 



\ '^\ 



>^ 



r. 






\ 1^- 



>C 



se deplace sur la droite ly ; je ne m'y arreterai que pour remarquerque 

le point M' est a Tinfmi lorsque le point Mest en 7; le point 7 est done, 

en general, un point d*intlexion de sa trajeeloire; d*ou le nom decercle 

des inflexions donne au cercle, lieu du point 7, decrit snr IG comme 

diametre. 

Si Ton prend le point I pour origine des segments, Tequation ( :^| ) 

prendra la forme 

Iv IM)(IM'-IM) = IM*, 

OH 



Ci) 



I 
IM 



I 



It 
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qui met en evidence le caractere homographiquede la correspondance 
rntre les points M' et M sur la droite IM; les deux points doubles son( 
confondus avec le point I; au point y correspond le point a Tinfini, au 
point a rinfini correspond le point y,, symetrique du point y par rap- 
port au point I. Si Ton considere une droite quelconque perpendicu- 
laire a IM comme faisant partie du plan (P), elle touchera son enve- 
loppe au point oil elle rencontre la droite ly: comme son centre de 
courbure est a Tinfini sur cette droite, le centre de courbure de Tenve- 
loppe de cette droite sera le point y, correspondant a rintini; en par- 
ticulier, si la droite passe par le point y,, ce point sera en general un 
point de rebroussemcnt de Tenveloppc de la droite, d'oii le noni de 
cercle des rebroussemenls donne au cercle, lieu du point y,, symetrique 
du cercle des inflexions par rapport au point I et le nom de pdle des 
rebromsements donne au point G, symetrique du point G par rapport au 
point I. 

Une equation analogue al'equation (5) reliedeux points correspon- 
dants quelconques, necessairement situes sur une droite passant par 
le point I; on pent, en particulier, appliquer I'equation (5) sur la nor- 
male commune IK aux deux courbes (C) et(C'); le point G remplace 
alors le pointy, c'est le point auquel correspond le point a Tinfini sur la 
droite. A ce point a I'inflni correspond le point G,; puis done que le 
point C, centre de courbure de (C), correspond au point C, centre de 
courbure de (C), on a 

enfin, si Ton designe par (p Tangle de la direction positive clioisiesur 

IM etde la direction positive sur la normale commune; on aura, a cause 

de la relation 

Iy=^1Gcos9, 

Ce sont les relations (6) et (7) que j'avais principalement en vue; 
d'apres la fa^on dont elles ont etc etablies, elles ne pretent a aucune 
equivoque. 
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A la formule (7) cquivaul la construclion geometrique connue sous 
le nom de Savary, que je vais developper. 

Soient A, A' deux points correspondanis quelconques (Jig. 4)» que 
je iTgarderai comme fixes; si les points correspondanis M, M' so depla- 
cent sur la droile ly, les deux rayons AM, A'M' engendreront deux 
faisceaux liomographiques. Puisque deux rayons homologues, a savoir 
AI el A'l, sont silues sur une mennc droite, on voit que le lieu des 
points d'inlerseotion des deux rayons homologues AM, A'M' est une 

Fi{j. 4. 




droile; en parliculier, le rayon homologue du rayon AyB sera le rayon 
A'B parallele a ly, et le rayon homologue du rayon AC parallele a ly 
sera le rayon A'y,C; la droite, lieu des intersections de deux rayons 
homologues, sera la droite BC, qui, en vertu d'un theoreme de Geome- 
tric elementaire, passe par le milieu I du segment yyi. 

Entin il convientde remarquerqu'on retrouverail la meme droite BC 
si Ton avail remplace les deux points A, A' par deux autres points cor- 
respondanis A,, A', situes sur la meme droile AIA'; il suffit, pour s'en 
convaincre, de regarder les points M et M' comme fixes, les poinls A, A' 
comme variables sur la droile AIA', les rayons homologues MA, M'A' 
devronl se couper sur une droite passant par le point I, etc. Une fois 
qu'on a construit la droite BC, il est aise d'obtenir le point M, corres- 
pondant a un autre point M, de la droite IM; ce point M', est le point 
oil la droile IM est renconiree par la droite qui joint le point A' au 
point oil la droite AM, rencontre la droite BC. 

La premiere construction qu'on a indiquee pour deduire le point M' 
du point M (Jig, 3) rentre dans celle que je viens d'indiquer ; elle con- 
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siste au fond a employer, au lieu des points A et A', ie |)oinl G el le 
point a rinfini sur la droite IG; elle niet en evidence ce fait que la 
droite qui remplace alors la droite BC est la perpendiculaire nnenec par 
le point I a IM. Cette remarque faite, on peut remplacer le point G et le 
point a rinfini par deux points correspondants quelconques sur la nor- 
male commune aux deux courbes (C) et (C), par cxemple par les 
points C, C et appliquer la regie suivante : le point M' est le point ou 
la droite IM est rencontree par la droite qui joint le point C au point 
ou la droite CM rencontre la perpendiculaire en I a la droite IM. 

D'apres cela, lorsqu*on se donne deux couples de points correspon- 
dants M, M' et A, A', on peut construire la normale commune aux deux 
courbes(C)et(C'), sur cette normale deux points correspondants C,,C', 
et, par consequent, ensuite le point qui correspond a un point donne 
quelconque. 

Soit, en effet, C| le point cherche oil la droite AM rencontre la nor- 
male commune; soienta elm les points oil la droite AM rencontre les 
perpendiculaires elevees en I aux droites lA, IM, les droites A'a, M'm 
se couperont aux points C\ : cette construction a ete indiquee par 
M. Gilbert. 

Enfin il convient d'examiner le cas oil le point M se trouve sur la 
tangente commune en I aux deux courbes (C) et (C). On voit, en se 
reportant a Texpression ou a la construction de I'acceleration normale, 
que le centre de courbure de la trajectoire est en I; on peut dire, si 
Ton veul, que la construction de Savary s'applique encore. 

La transformation qui fait correspondre le point M' au point M n'est 
pas bomograpbique; elle appartient a cette classe de transformations 
auxquelles le nom de M. Cremona est attacbe. Si Ton prend pour axe 
des X la direction a IT (Jig. i) et pour axe des y la direction telle que 

Tangle (^, j') soit egal an — > c'est-a-dire la direction opposee a IK, 

on aura, enlre les coordonnees .r, y, x\ y de deux points correspon- 
dants, les relations 

a.vy , ay^ 



JT^ -h y^ -\- ay * jc- -h r* -h ay 

__ — aj^'y' — ay'- 



-2 J. TANNERY 



/ 



en posant 

\ 

— ^1 a. 



Les projeclions de racceleralion totale des points x, r sur ces axes 
sonl respeclivement — tsjl^x — co'v, — csi' v -?- cox — coV; celles de 

Tacceleration normale sonl — cj-x, — oj*( ih — ); ces axes convien- 

nent dans les diverses questions oil Ton se propose de determiner, a 
Tepoque /, ies points du plan qui jouissent d'une propriete donnee 
relativement a Tacceleration ou a la courbure de leur trajectoire. 

J*ajouterai enBn que les formules qui donnent Tacceleration d^un 
point quelconque du plan ( P ) ou le theoremc qui donne les trois com- 
posantes de cette acceleration montrent que la difference geometrique 
entre les accelerations de deux points M, M, est egale a Tacceleration 
qu*aurait le point M si le plan < P; tournait autour du point M, avec la 
vitesse angulaire co. On obtient un resullat particuliercment simple si 
Ton prend pour le point M, le point qui a une acceleration nulle; ce 
point, situe sur le cercle des intlexions, a pour coordonnees dans le 
dernier svsteme d^axes 



V fi>»r)' V GJ 



S 



-r — — , Y =: 



Considerons maintenant un corps solide qui se meut autour d*un 
point fixe 0. Soient Ox, Or, 0- trois axes coordonnes fixes rectangu- 
laires doni Torigine coincide avec le point 0; soit a Fepoque / une 
direction OJ prise sur Taxe instantane de rotation, direction definie par 
les trois coordonnees a, 6, c du point J, liees entre elles par la relation 

en sorle que OJ soit egal a Tunite de longueur. La vilesse angulaire est 
un segment dont la ligne d*action est la meme que celle du segment OJ. 
Soit CO le nombre qui mesure ce segment quand on prend la direction OJ 
pour la direction positive; soit, enfin, M un point invariablement lie 
au corps solide, dont les coordonnees a Tepoque t soient x, v, z. On 

aura, pour les projections ^, ^, ^ de la vitesse du point M sur les 
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axes 0^, Oj, 0^ 

en prenant les derivees par rapport a t, remplagant ensiiite dans les 

seconds membres -^-y -^> ^ par les valeurs (i), designant enfin par 

w', a\ h\ c' les derivees de co, a, 6, c, on obtient, pour les projections 
sur les axes 0^, Oj, Oz de I'acceleration du point M, 

1 ~ = a)*[a(rtur -h by ^cz) — x'\-\- h){b'z — c'y) -h &)'(^s — c>'), 
(2) \ -3^ =:c«)^[^(aj? 4- 6j-|-C5) — j]-|- ci)(c'j? — a'z) 4-Ci)'(c^-— a 5), 

Ces formules s'interpretenl immediatenient (y?^. 6); ax -^by -\- cz 

est le segment 01, projection orthogonale sur OJ du segment OM; par 

consequent a{ax -H 6y -h cz) est la projection sur Ox du segment 01, 

et a(ax -^ by -^ cz) — X est la projection sur Ox de la difference 

geometrique 

OI-OM=MI; 

h'z — c'y est la projection sur le meme axe du moment par rapport au 
point M du segment qui va du point au point dout les coordounees 
sont a\ h\ d \ enfin hi'{hz — cj) est la projection sur le meme axe du 
moment par rapport au point M d'un segment egal a to' porte sur la 
direction OJ. 

En resume, I'acceleration du point M est la somme geometrique de 
irois segments : 

1° Le segment to^MI; 

2*^ Le segment to' (0AM), OA etant un segment egal a 



V_ sja'^ -h 6^« -\- c'^' 

porte sur la direction definie par les trois quantites a', b', r', direction 

Ann, de I'tc. Norm, 3- Serie. Tome HI. — Mars 1886. lO 
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perpendiculaire d OJ; (0AM), conformement aux notations anterieure- 
ment expliquees, est le moment par rapport au point Mdu segment OA; 

V Le segment w'(OJM). 

Ce resuhat s'elablit facilement par des considerations geometriques. 

Soient (fig. 5) OJ, OJ, les directions de I'axe instantane de rotation 
aux epoques /, / -h A/ ; soient co, co -h Ato les vilesses angulaires cor- 
respondantes. Soient M, M, les positions du point M aux epoques 



Fig. 5. 



J' 




U ^ 




/, / -f- A/; ^;„, v^^ les vitesses de ce point aux memes epoques; soit 
enfin ^^^ la vitesse, a Tepoque /, du point du corps solide, qui, a ce mo- 
ment, coincide avec le point M, ; on aura, en donnant aux signes le sens 
geometrique. 



f 



m, 



(' 



m 



^m, — ^'n,, 



At 



It 



V'm. — i- 



m 



At 



Considerons le second lerme du second membre: on a 

(;^ = w(OJM), i>'«. = w(OJM,); 

la difference geometrique (OJxM) — (OJM,) est equipollente au mo- 
ment par rapport au point M, d'un segment MJ' equipollent a OJ; on a 
ainsi a cliercher la limite, pour A/ = o, de Tcxpression 



r^(MJ^M^) 

At 






(MMsJ ) 
At 
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D*ailleursil est clair que ^^ — ^^ est equipollent an moment par rapport 

a J' du segment -^> segment qui represente la vilesse moyenne du 

point &f pendant Tintervalle de temps A/, et dont la limite est le seg- 
ment toMN, en supposant MN = (OJM); la limite cherchee est done 
— (i)*(MNJ') = (i)*(MJ'N). Puisque OJ est egal a un, on obtient le seg- 
ment (OJM) en faisant tourner le segment IM d'un angle droit, dans 
le sens direct, autour de la direction OJ ou, ce qui revient au meme, 
en faisant tourner le segment MI d'un angle droit, dansle sens indi- 
rect, autour de la direction MJ'; le point I, apres ce dernier mouve- 
ment, vient done en N; mais, puisque MJ' est egal a un, on obtient le 
moment (MJ'N) en faisant tourner le segment MN perpendiculaire a 
MJ', d'un angle droit, dans le sens direct autour de la direction MJ', 
ce qui ramene le point N en I; finalement la limite cherchee est le 
segment co^MI. 
Considerons maintenant I'expression 






elle est egale a 

Si Oa est un segment equipollent a JJ, , on aura 

(OJ,M,)-(OJM,) = (OaM,); 

d'ailleurs la limite du segment -^ n'est autre que le segment o)OA, en 

conservanta OA la meme signification que dans la demonstration ana- 
lytique ; puis done enfin que la limite du point M, est le point M, on 
voit que le segment 

|^[(OJ,Mt)-(OJM0] 

a pour limite le segment w^(OAM); enfin le segment-^ (OJ,M,) a 

manifestement pour limite co'(OJM ). 
On retrouve done bien les irois parties de ['acceleration. 
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Od a ici a faire les nieuies observations que pour le mouvement d*uo 
plan sur un plan; soil Jes equations (2), soit de leur interpretation 
geometrique, on deduit que la difference geometrique entre les accele- 
rations de deux points M, L du corps solide est equipollente a Tacce- 
leration qu^aurait le point M si le corps solide tournait autour du 
point L au lieu de tourner autour du pointO, les elements du mouve- 
ment elant d*ailleurs les memes. Toutefois, dans le cas actuel, si V et cu' 
ne sont pasnuls, le point est leseul a avoir une acceleration nulle. 

Dans Tacceleration normale du point M (Jig- 6), les deux premieres 
composantes de Tacceleration interviennent seules : si le point M est 

Fig. 6. 




situe dans le plan AOJ la premiere intervient seule, en sorte que Tacce- 
leration normale du point M s'obtient en projetant le segment o^MI sur 
le plan normal a la trajectoire du point M ; cette acceleration normale 
est done le segment cu'MI lui-meme : on conciut de la immedialemeni 
que le point 1 est le centre de courbure de la trajectoire du point M. 

Supposons maintenant que le point M soit quelconque : le segment 
0A» perpendiculaire a OJ, pent etre regarde comme la resultante de 
deux segments 0X\ OA**, Tun perpendiculaire au plan MOI. Tautre 
situe dans ce plan : on a alors 

et ie second segment ( OA^M ) n'interTient pas dans Tacceleration nor- 
male, qui est la sommegeometrique des deux segments ta^Ul et 6>'0R« 
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cnsupposaiuOR equipollent a (OA'M) ; le segment OR est situe dans le 

plan MOI normal a la trajectoire du paint M et est perpendiculaire 

a OM. Soit IR, un segment equipollent a OR : racceleration normale 

du point M sera 

w-MI + coUR,- w«MR,; 

en ecrivant que le produit du nombre qui mesure Tacceleralion nor- 
male par le nombre qui mesure le rayon de courbure est egal au carre 
du nombre qui mesure la vitesse, on aura, apres avoir supprime le 

facteur co*, 

MfxxMR, = MP. 

Dans cette egalite (a designe le centre de courbure de la trajectoire du 
point M; M[jl, MR| sont les nombres qui mesurent les segments de 
meme nom, portessur une memo droileMpiRi, sur laquelle d'ailleurs 
la direction positive est arbitraire ; MI est aussi le nombre qui mesure 
la longueur du segment de meme nom. II resulte de cette egalite que 
la droite 0[x est perpendiculaire sur MR4 ; si Ton designe en efTet par 
F, H les points oil la droite IR| rencontre les droites OM, Opi, on aura, 
puisque IF est la hauteur du triangle rectangle MIO, 

MP = MF X MO 

et, par consequent, 

MfjLxMRi=:MFxMO. 

• 

Les quatre points 0, F, [x, R, sont done sur un cercle et, puisque Tangle 
OFR, est droit, il en est de meme de Tangle 0[jlR,; Opi est done per- 
pendiculaire au plan osculateur, qui n'est autre que le plan qui passe 
par les lignes d'action de Tacceleration normale et de la vitesse, c'est- 
a-dire le plan mene suivant la droite MR, perpendiculairement au plan 
MOJ ; 0[Ji est done Taxe du cercle osculateur de la trajectoire du 
point M. C'est aussi Taxe du cercle osculateur de la trajectoire d'un 
point quelconque invariablement lie au corps solide et situe, au temps t, 
sur la droite OM : cela resulte de la construction precedente ; il est 
d'ailleurs evident a priori (\\x'\\ en doit etre ainsi. 

Au lieu de construire ainsi le point [jl, on pent proceder de la ma- 
niere suivante : substituons au segment OA le systeme equivalent de 
segments obtenus en lui adjoignant les deux segments egaux et opposes 
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la, Iol\ dont le premier est equipollent a OA, en sorte que les deux 
segments OA, la' Torment un couple. Soil IG Taxe de ce couple; le 
moment (0AM) sera egal a la somme geometrique du segment IG et 
du moment ( I aM); ce dernier segment est perpendiculaire au plan (P) 
mene par le point M perpendiculairement a Taxe instanlane, en sorte 
que la projection de Tacceleralion normalesurle plan (P) s^obtiendra 
en projetant orthogonalement sur le plan normal MOI la somme geo- 
metrique des deux segments co^MI et co^lG ou le segment (o^MG; si 
done on abaisse du point Gla droite Gy perpendiculaire sur MI, la pro- 
jection sur le plan (P) de I'acceleralion normale sera (o^My ; par con- 
sequent la droite RiY est perpendiculaire sur la droite Mly ; si mainle- 
nant on designe par M' le point oil la droite Ofx rencontre la droite MI, 
il est clair que les quatre points M', [x, R,, y sont sur un cercle et que, 
par consequent. Ton a 

MM' X Mv = MfjL X MR, = MP, 

en sorte que, dans le plan (P), le point M' correspond au point M, 
absolument d'apres la meme loi qui permet de deduire, dans le mou- 
vement d*un plan sur un plan, de chaque point du plan mobile le 
centre de courbure de sa trajectoire; dans \^fig' 6» les points M, M', 
', G, Y jouent le meme role que les points de memes noms dans lay?^. 3. 

Des qu*on a le point M\ on a Taxe du point osculateur de la trajec- 
toire du point M et le centre de courbure de cette trajectoire. 

Imaginons mainlenant une sphere (S) de centre 0, de rayon egal 
a un, invariablementliee au cor|)s soiide; elle coincidera constammenl 
avec une sphere fixe (s), A Tepoque /, le point J est, si Ton veut, le 
centre instanlane de rotation sur la sphere (S), dont le mouvement, s'il 
etait connu, ferail connaitre entierement le mouvement du corps soiide. 
Les lieux des centres instantanes de rotation sur les spheres (S), {s) 
sont des courbes (C), (C) qui, a Tepoque /, sont tangentes en J et qui 
roulent Tune sur Tautre. A chaque point m de la sphere (S), faisons 
correspondre le centre de courbure spherique m' de sa trajectoire sphe- 
rique; les points /n, /n'seront,en vertu dece qu'on vient de demootrei, 
les perspectives sur la sphere (S) de deux points correspondants sur le 
plan (P), Tceil etant suppose en U; les perspectives sur la meme sphere 
des lignes d^action des segments la, IG sont les grands cercles respec- 
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livement tangenls et nonnaux en I aux courbes (C) et (C). Si Ton de- 
signe par c et c' les centres de courbiire spheriques de ces deux courbes 
relatifs an point J, les deux points c et c' seront, sur la sphere (S), deux 
points correspondants, comme on le voit par un raisonnement identiquc 
a celui qui a ete donne dans Tetude du mouvement d*un plan sur un 
plan. Les deux points C, C, perspectives sur le plan (P) des points c, c\ 
sont done des points correspondants sur le plan (P); on pourra done 
effectuer, sur le plan (P), les constructions de Savary si Ton connait les 
deux points C et C ou, si Ton veut, les constructions correspondantes 
sur la sphere (S) si Ton connait les points c, &. Le point m\ corres- 
pondant au point m, sera le point d'inlerseclion du grand cercle J/w 
avec le grand cercle qui joint le point c' au point oil le grand cercle, 
mene par le point J pcrpendiculairement au grand cercle Jm, ren- 
contre le grand cercle cm. On voit de meme comment, connaissant 
deux couples de points correspondants sur la sphere, on pourra con- 
struire le point correspondant a un point quelconque. 

Enfin, la proprieie des deux figures sur le plan (P) et la sphere (S), 
d'etre en perspective, fournit immediatement les relations entre la vi- 
tesse angulaire w, la vilesseVavec laquellesc deplace le centre instan- 
taneJ, les rayons de courbure spherique Jc, Jc' des deux courbes et les 
arcs de grands cercles J/w, Jm' qui vont du point J a deux points cor- 
respondants. 

Supposons, pour simplifier un peu, que le point I coincide avec le 
point J, en sorte que le plan (P) soit le plan tangent en J a la sphere (S). 
On voit sans peine que, si Torientation de ce plan correspond a la 

direction 01, Tangle des deux directions (la, IG) est egal a Ceci 

pose, la ligne d'action du segment la est la tangente commune aux 
deux courbes (C) et (C). Supposons qu'on ait choisi sur cette droite 
une direction quelconque IT, la vitesse de deplacement du centre 
instantane de rotation sera representee alors par un nombre positif ou 
negatif ^ = diV. Si, sur la perpendiculaire a cette droite dans le 
plan (P), on choisit conime direction positive la direction IK telle 

que Tangle (IK, IT) soit egal a -h -j on aura 

iG = -; 

Ci) 
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puis, si Ton cboisit sur Tare de grand cercle tangent a IK, c*est-a-dire 
sur Tare de grand cercle normal aux deux courbes (C), (C), la direc- 
tion positive qui correspond a la direction IK, la formule (6) de la 
page 69 montre que Ton a 

(o) _! L_ = ±^I. 

^^^ tangle tangle' IG w 

Si, enfin, on prend sur le grand cercle Im une direction positive quel- 
conque et que Ton designe par (p Tangle que la tangente a cctle direc- 
tion menee par le point I fait avec la direction IK, on aura 

/ \ ' ' / ' ' \ 

(10) =— 7—7 =r COS© I i = : )• 

langlc tangle ^\tanglm tang I m'/ 

Les arcs le, le', Irn, \m' sont determines a un multiple de ii pros. 

J'ajouterai enfin que, si Taxe Oz coincide avec la direction OJ, si 
I'axe Ox est parallele a la direction IT et de meme sens, si enfin I'axe Oy 
est determine par cette condition que le triedre Oxyz soit trirectangle 
et ail la disposition directe, en sorte que Oy soit parallele a la direc- 
tion IK el de sens contraire, les projections sur ces trois axes de I'acce- 
leralion totale et de Tacceleration normale du point, dont les coor- 

donnees sont x^ y, z, seront respeclivement, en faisant X = - , 

— 0)' >' — 0)* an, fx)'x — CO* ( X 5 4- J ) , w* X r ; 

On trouvera aussi facilement I'equation du plan osculateur et les 
coordonnees du centre de courbure de la trajectoirc du meme point. 
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LETTRE ADRESSEE A M. HERMITE, 



Par M. MARKOFF, 



F»RIVAT-DOCENT A L UNIVERSITE DE SAINT-PETERSBOURG. 



Permettez-moidevous communiquer les resultats de mes recherches 
sur un certain genre de qucslions de maxima et minima, provoquees 
par le Memoire de M. Tchebyclieff Sur les valeurs limites des intdgrales, 
insere dans le Journal de Mathematiques pures et appliquees, en 1874' 
La question posee par Tillustre geometre, dans le Memoire mentionne, 
pent etre enoncee comme il suit : 

Une musse donnee a^ est distribuee d'une inaniere inconnue sur une 
droite AB de longueur L 

! 1 1 

AC 1> B 

Convenons de determiner la position de chaque point Y de cette droite 

par sa distance du point A 

AY zzi r 

et designons par m la masse du point Y ou pur f(j^) la densite au 
point Y, de sorte que 

(Xo = Sm ou J f{y)dy. 

On demande de trouper une telle distribution de la masse a^ pour la- 
quelle les sommes 

Ann, de VEc, Normale. 3* Serie. Torac HI. — Mars 1886. 1 1 
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o//, ce qui est la minie chose, les integrales 



f ny)dy. 'f'f{Y)ydY, f f(y)y''dy, ..., f f(y)y'^dy 

Jo Jo Jo *- 

aietU des valeurs donnees ii priori » respectwement e gales a 

et, en rn^rne temps, la masse cVun segment donne CD (AC = //, AD = r). 



cest^a-dire V integrate 



I 



f{y)dy. 



sou un mavunum ou un minimum. 

iM. Tchcbycheff a donne, niais sans aucune explication, la solution 
de cette (|ueslion dans le cas oil n est egal a un nombre impair 2X- — i, 
et les nombres u et r sont deux racines quelconques du denominaleur 

de la A'^'"** fraction convergenle ^^^! dans le developpement de Tinle- 

grale 

r' Ay)dy 

Jo ""—y 

en Traclion conliniie. 

II a aussi indique le maximum et le minimum de Tinlegrale 



f Ay)dy 

Ja 



dans le cas de trois donnees 

3Co, oCi, aj. 

Ayanl fixe mon attention sur ce genre de questions, je me suis pro- 
pose d'abord de demontrer les inegalites de M. Tcbebycbcff, qui 
donnent la solution de la question posee dans le premier cas parli- 
culier mentionne ci-dessus, et je suis parvenu au but en t883. 

Ma demonstration, fondee sur la consideration des paraboles d*ordres 
superieurs, tangentes aux courbes donnees dans un nombre donne de 
points, se trouve inseree, en frangais, dans les Mathematisclie Annalen 
de M. Klein, pour 1884. 
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J'ai reconnu ensuile que les mcmes consideralions peuvenl elre ap- 
pliquees a la solution de laqueslion generate, si le point C coincide 
avec A(m = o), c'esl-a-dire a la delermination du maximum el mi- 
nimum de rintegrale 



X 



et, en generalisant encore la question, aussi a la determination du 
maximum et minimum de Tintegrale 



•/a 



li (y) elant une fonclion donnee quelconque, assujettie seulement a 
quelques restrictions. 

Les resuitats auxquels je suis parvenu ainsi sont contenusdans les 
theoremes suivants : 

TiiEOREME I. — Pour n egal a un nombre impair ik — i , les conditions 
du probleme etantsatisfaiteSj la masse totale de la droite ABpeut ^tre con- 
cent re'e sur k -h I points de la droite, savoir le point D, k — i mitres 
points, qui se determinent par les donnees du probleme et le point A ou 

B, selon que les nombres 

9a(<0 el WV,(r), 

VVyfr. , (s) designant le denominateur delaijc— \ y^"*^ fraction convergente 
de rintegrale 



I 



— )' 



dy 



ont des signes egaux ou differents. 
Les distances 

du point A aux k — i points en question sont les racines de Tequation 



= o, 



i' etant egal a o dans le premier cas el a / dans le second et 9(^) 
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une fonction entiere de degre it + i delerroinee par les conditions 

9(r) = o, 9(i'')=:o, 

//(X)?0 )7*^/ = ^ pour I = o, I, 2, . . ., X — 2. 

La masse correspondant a la distance Xi est donnee par la tbrmule 

m,=: -i- , 



ou 






Cette distribution de la masse donne le maximum de la masse du 
segment AD, quand on rapporte le point D au segment AD, et le mi- 
nimum, quand on le rapporte au segment DB. 

La meme distribution donne aussi le maximum et le minimum de 



Tintegn^le 






Q (y) etant une fonction quelconque, dont les derivees 

ne deviennent jamais negatives entre les limites o et /, ainsi que la 
fonction Q(v) elle-meme. 

Theor^me II. — Si n est egat a 3it — i , comme ci-^ssuSy pour iauie 
fonction fi( v) doni la demee d*ordre n -h i nest jamais negative entre 
les limites oet I, le minimum de rintegrak 



f ^Ly)/(y)ciy 



correspond a la concentration de la masse totale sur k points dont les di- 
stances de A sont les racines de l' equation 

?*{^) = o. 
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ei le maximum a la concentration sur les points A et B et k — i autres 
points dont les distances de A sont les racines de V equation 

W,._,(5) = o. 

THEORtiME III. — Pour n dgal a un nombre pair a A, les conditions du 
probleme etant satisfaites^ la rrmsse totale peut 6tre concentree sur le point 
D et k autres points ou sur les points D, A, B e/ ^ — i autres points, selon 

que les denominateurs 

UA.(i',o) el U*(i',/) 

des k^^"^^' fractions convergentes respectivement des integrates 

c'midy et r^iziimyidy 

Jo ^-J Jo ^-/ 

ont des signes egaux ou contraires. 

Dans le premier cas, les distances du point A aux K points en ques- 
tion se determinent comme les racines de I'equation 

Z K> 

oil 9(3) est une fonction entiere du degre A-h i, determinee par les 
conditions 

/ Ay)9(f)ydy=:o pour £ = 0, i, 2, .. ., k-^i. 

Dans le second, les distances du point A aux k — i points cherches 
seront les racines de Tequation 

^(-"> =0. 



z(z-^l){z--v) 



oil 9(5) est une fonction entiere de degre ^4-2 s'annulant pour 
;;= o, :;=/,:; = ^ et satisfaisant aux conditions 



J Ay)9iy)ydj' = o 



pour * = o, I, 2, . . ., A — 2. 
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La meme distribution donnc aussi le maximum e( le minimum de 
I'integrale 

i2(j)/0')<>% 



f. 



ii(y) elant une fonction quelconque, qui ne devient jamais negative, 
ainsi que ses derivees 

^'(7), ^'(7), ..., ^^'""'^0'), 

enlre les limites o el /• 

TheorLme IV. — Lenombrvn etant e gala ik^ pour toute fonction fi(y) 
(lont la derivee d'ordre /i -f- 1 ne devient jamais negati^^e entre les li- 
mites o et Ule minimum de I'integrale 



f 



^'Ly)ny)dy 



correspond a la concentration de la masse totale sur le point A et k autres 
points, dont les distances de A sont les racines de Vequation 

et le maximum a la concentration sur le point M et k autres points dont les 
distances de A sont les racines de Vequation 

Toules ces propositions, contenant la solution complete des questions 
posees ci-dessus, ont ete demontrees par moi dans ma dissertation 
Sur quelques applications des fractions continues algebriques^ publiec en 
russe en 1884. 

Eu egard au theoreme II, je ferai remarquer qu'il m'a servi aussi 
pour le terme complementaire de la formule connue des quadratures 
de Gauss et d'autres formules analogues. 

D'ailleurs, j'ai obtenu Texpression de ce terme complementaire en 
suivant encore une autre voie et prenant pour point de depart I'expres- 
sion precise du terme complementaire de la formule d'interpolation de 
Lagrange, que vous avez donnee dans le T. 84 du Journal de Crelle. 

Cette nouvelle deduction est publiee en francais dans un article 
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lies Mathernatisc/ie Annalen pour i885. Dans ce dernier temps, je suis 
parvenu a la conclusion que des theoremes, tout a fait analogues 
aux precedents (en faisant abstraction des ibrmules qui servent a de- 
terminer les distances des points cherches au point A), peuventetre 
enonces dans le cas tres general, quand les donnees sont les inte- 
grals 

f Ay)h{r)dy, f f(y)My)dy, ..., f Ay)ln-^,{y)dy, 

X,,X,, ...,X„^, etant des fonctions quelconqucs donnees, assujetlies 
seulement aux conditions que les determinants 



Ai. 









>., h 



>.'. 



'•1 



).'. 






>>. 


>>, 
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^(/*-l, 
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X'«» 







soient toujours positifs enlre les limites j = o ety = /, et quand il 
s'agit de trouver les maxima et minima des integrales 

f ^{y)Ay)dy et f ^(y)f{y)dy. 



Seulement, quand on a a trouver le maximum et le minimum de la 
premiere integrale, il faut restreindre la fonclion Q (v) par la condi- 
tion que 



\ 


>.. 


'•/1 4- 1 


£2 


K 


V, 


1' 


12' 


• • 


• • 


> • • • • • • 




X(«+i. 


>(«4-l) 




Qen-r) 



soit > o pour toutes les valeurs dey de o a /, et, dans la recherche du 
maximum et minimum de la seconde integrale, il faudra poser /i -h 2 
conditions analogues. Ces restrictions me sont indispensables pour 
pouvoir elendrc certaines propositions, concernant les fonctions en- 
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lieres, aux fonclions dcla forme 

Pt,p2, "-ffn^i (lesignant des constantes. 

Ainsi, par exemple, au lieu du theoreme I, je puis enoncer le 
suivaiU : 

Theoreme 1 generalise. — Pour n impair egal a 2k -- i, le maximum 
ct le minimum de Vintegrale 



f ^(y)Ay)dy 



cotrespond a la concentration de la masse de AB sur le junnt D, sur un 
des points A et B et surk — i certains autres points. 

Les Irois autres iheoremes peuvent etre generalises d*uue maniere 
analogue. 

Kn terminant, je dois faire remarquer que M. Slieltjes a demontre 
les inegaliles de >I. Trhebycheff presque a la meme epoque quemoieU 
en outre, dans la Nole des Comptes rendus (novembre i884), a indique 
une proposition analogue aux theoremes II et iV. 

Celte proposition de M. Stielljes est contenue dans mes iheo- 
renies II et IV generalises, conime cas particulier. 



MEMOIRE 



SUR LV 



COMBINAISON DES SUBSTANCES GAZEUSES 

LES UNES AVEC LES AUTRES, 
Par M. GAY-LUSSAC. 



Lu ^ la Soci^t^ philomathiquo le 3i d^cembre 1808 (i). 



Les corps possedent, a Telat solide, liquide ougazeux, desproprletes 
qui sont independantes de la force de cohesion; mais ils en ont aussi 
d*autres qui paraissent modifiees par cetle force Ires variable dans son 
intensite et qui des lors ne suivent plus aucune loi reguliere. La meme 
compression appliquee a loutes les substances solides ou liquides pro- 
duirait une diminution de volume differente pour chacune d'elles, 
tandis qu'elle serail egale pour tous les fluides elastiques. Dc memo 
la chaleur dilate tous les corps; mais les dilatations des liquides etdes 
solides n'ont ofTert jusqu'a present aucune loi reguliere, et il n'y a 
encore que celles des fluides elastiques qui soient egales et indepen- 
dantes de la nature dc chaque gaz. L'attraclion des molecules dans les 
solides et les liquides est done la cause qui niodifle leurs proprietes 
particulieres, et il parait que ce n'est que lorsqu'elle est entieremenl 
detruite, comme dans les gaz, que les corps, se trouvant places dans 
des circonstances semblables, presententdes lois simples et regulieres. 

(*) Co M6moiro a 4t6 public au t. H, p. 207-234, des Mcmoirex dc Physique a dc 
Chimic de la Sncicttf d'Arcueil, Soci^te compos^e do Laplace, G.-L. Berthollel, Biot, Gay- 
Lussac. Humboldt, Thenard, de Candollo, Collet-Descostils, A.-B. Berlhollet, Malus. 
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Je vais du iiioins f;ure connailre des proprieles nouvellcs dans les 
gaz, doiU les elTels sonl reguliers, en prouvant que ces substances se 
romhinenl onlro dies <lans des rapports tres simples, el que la contrac- 
tion <le volume qu'elles eprouvent par la comhinaison suit aussi uno 
loi reguliere. J'espere donner par launepreuve de ce qu'ont avancedes 
chimii^les Ires distingues, qu'on n'est peut-eire pas Ires eloigne de 
Tepoque a laquelle on pourra soumettre au calcul la pluparl des phe- 
nomenes cliimiques. 

C'est une question tres importante en elle-meme el agilee enlre les 
chimisles de savoir si les combinaisons se (bnl dans loules sorles de 
proportions. M Prousl, qui parail avoir fixe le premier son allention 
surcel objet, admel que les melaux ne sonl suseeplibles que de deux 
degres d'oxydalion, un minimum el un mojcimum; mais, entraine par 
une tlieorie seduisanle, il s'esl vu force d'admeltre des principes con- 
Iraires a la Pbysique pour ramener a deux oxydes lous ceux que pre- 
sente quelquetbis le ineme metal. M. nerthollel pense, au conlraire. 
d'apres des considerations generales el des experiences qui lui appar- 
tienneut, que les combinaisons se font loujours dans des proportions 
tres variables, a moins qu'elles ne soienl delerminees par des causes 
particulieres. idles que la crislallisation, Tinsolubilite ou Telasli- 
cile. Enfin M. Dallon a emis Tidee que les combinaisons enlre deux 
corps se Toni de maniere qu'un alome de Tun s'unisse a un alome de 
raulre, ou a deux, ou a trois, ou a un plus grand nombre ( *). II resul- 
lerail de celte maniere d'envisager les combinaisons quVlles se font 
dans des proportions conslanles, sans qu*il y en ail d'inlermediaires, et, 
sous ce rapport, la tbeorie de M. Dallon se rapprocberait de celle de 
M. Prousl; niais M. Berthollel Ta deja iorlement comballue dans Tin- 
troduclion qu*il a faite a la Cbimie de M. Tbomson, el nous verrons, 
en effel, quVlle n'csl pas enlieremenl exacle. Tel esl I'elal de la ques- 
tion mainlenant agilee; elle est bien loin d'etre resolue, mais j*espere 
que les fails que je vais enoncer el qui avaienl enlieremenl ecbappe a 
raltention des cbimisles concourronl a reclaircir. 



( V< M. Dahon a ele conduit a ceUe idee par des coik^iiioralions syslemaliqiios. el oo voit, 
|)ar ^m Ouvrage Ami' Syttem ofcAe/nictii PhUoutphy^ p. -jil. el par celui de M. Thomson. 
I. VI. que scs rechcrehes n'onl point de rapport avcc les miennes. 
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SoupQonnantt d*apres )e rapport exact de loo de gaz oxigene a 200 
<legaz hvdrogene, que nousavions determine, M.Humboldt etmoi, pour 
les proportions deTeau, que lesautres gnz pouvaientnussise combiner 
dans des rapports simples, j'ai fail les experiences suivantes. J*ai pre- 
pare les gaz fluoboriquo (*), muriaiique et carbonique, et je les ai 
combines successivement avec le gaz ammoniacal; loo parlies de gaz 
muriatique saturent precisemenl 100 parlies de ce dernier gaz, et lesel 
qui en resullcestparfaitement neutre, soil que Ton mette Tun ou I'autre 
des deux gaz en exces. Le gaz fluoborique s'unit, au conlraire, en deux 
proportions avec le gaz ammoniacal. Lorsqu'on met le gaz alcalin 
le premier dans le lube gradue et qu'on y fait passer ensuile Taulre 
gaz, on Irouve qu'il se condense un volume egal de Tun et de Taulre, 
et que le sel forme est neutre. Mais, si Ton commence par mellre legaz 
ammoniacal dans le tube et qu'on y fasse arriver ensuile bulle a bulle 
le gaz fluoborique, le premier se trouvera alors en exces par rapport au 
second, el il en resultera un sel avec exces de base, compose de 100 de 
gaz fluoborique et 200 de gaz ammoniacal. 

Si Ton met le gaz carbonique avec le gaz ammoniacal en le faisant 
passer dans le tube tantot le premier et tanlot le second, il se forme 
loujours un sous-carbonale (') compose de 100 parties de gaz carbo- 
nique et de 200 de gaz ammoniacal. Cependant on peut prouver que le 
carbonaie d'ammoniaque neutre serait compose de volumes egaux de 
cbacun de ses composants. M. Bertbollet, qui a analyse ce sel oblenu 
en faisant passer du gaz carbonique dans le sous-carbonate, a trouve 
qu'il elait compose en poids de 73,34 de gaz carbonique et de 26,66 de 
gaz ammoniacal. Or, si Ton suppose qu'il soil compose d'un volume 
egal de chacun de ses composants, on irouve, d'apres leur pesanteur 
speciflque connue : 

Acide carbonique 7» »8i 

AmmoDiaque '-^8,19 

100,00 

proportion qui diflere peu de la precedente. 



0) Nous avons donn^, M. Thenard et moi, le nom de gaz fluoborique au gaz particulier 

que nous avons oblenu en distillant du fluate de chaux pur avec Tacide boracique vilreux. 

( * ) C'est le compost d6sign6 sous le nom de carbamate d 'ammoniaque. (f). G.) 
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Si le cai'bonale (rainmoniaque nculre pouvail se former par le me- 
lange du gaz carbonique el du gaz ammoniacal, il s'absorberait done 
aulanl d'un gaz i|ue <lc Taulre; el puisqu'on ne peul Poblenir qu'au 
nioyen de Teau, il faul en conclure que e'est raffinite de ce liquide qui 
concourt avec celle de Tammoniaque pour vaincre relaslicite de Tacide 
carbonique el que !e carbonate d'ammoniaque neulre nc peut exister 
qu'au moyen de Teau. 

Ainsi, Ton doil conclure que les gaz murialique, fluoborique et carbo- 
nique prennent exaclement un volume de gaz ammoniacal semblable 
au leur, pour former dessels neutres, et que les deux derniers en pren- 
nent le double pour former des soiis-sels. 11 est Ires remarquable de 
voir des acides aussi diiTerenls les uns des autres neutraliser un volume 
degaz ammoniacal egal au leur, et, d'apres cela, il esl permisdc soup- 
(^onner que, si tous les acides et tons les alcalis pouvaient etre oblenus 
a Telalgazeux, la neulralile resullerait de la combinaison de volumes 
egaux d'acide et d*alcali. 

II n^esl pasmoins remarquable que, soitqu'on obtienneun sel neutre 
ou un souS'Sel, leurs elements se combinent dans des rapports simples 
qui doivenl etre eonsideres commc des limites de leurs proportions. 
D'apres cela, en admetlant la pesanleur specifique de Tacide muria- 
lique, que nous avons determinee Rl. Biot et moi (\), et celles des gaz 
carbonique et ammoniacal donnees par MM. Biot et Arago, on irouve 
que le muriale d^ammoniaque sec est compose de 

Ammoniaque ioo,o ou 38,35 

Acide muriatiquc i^iT 6i,Gi 

100,00 

proportion qui s'eloigne beaucoup de celle deM. Berlhollel : 

Ammoniaque 1 00 

Acido '210 

On trouve de mem^ que le sous-carbonate d'ammoniaque conlient 

Ammoniaque 100,0 ou i3,98 

Acide carbonique >^7>3 56, oa 

lOOjtH) 



( * ) (^mme Ic gaz murialique conUcnt le quart de son poids d'eau, il ne faul prendre 
|iour Pacide muriatique rdel que les trois quarts de sa densilc. 
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et le carbonate neutre 

Ammoniaque ioo,o ou 28,19 

Acidc carbonique 254,6 7»»8i 

100,00 

II est facile, d'apres les resultats precedents, de connailre les rap- 
ports de capacite des acides fluoborique, rnuriatique et carbonique; 
car, puisque ces trois gaz saturent le meme volume de gaz ammoniacal, 
leurs capaciles seront enlre elles en raison inverse de leurs densites, 
lorsqu'on aura fait la correction due a Teau contenue dans Tacide rnu- 
riatique. 

On pourrait conclure deja que les gaz se combinent entre eux dans 
des rapports tres simples; mais je vais en donner encore de nouvelles 
preuves. 

D'apres les experiences de M. Amedee Berthollet, Tammoniaque est 
composee en volume de 

Gaz azole 100 

Gaz hydrog^ne 3oo 

J'ai Irouve (l**^ vol. de la Societe d* Arcueil) que Tacide sulfurique est 
compose de 

Gaz sulfureux 1 00 

Gaz oxig^ne 5o 

Lorsqu'on enflamme un melange de 5o parties de gaz oxigene et de 
100 de gaz oxide de carbone, provenant de la distillation de Toxide de 
zinc et du cbarbon fortement calcine, ces deux gaz sont detruits et 
remplaces par loo parties de gaz acide carbonique; par consequent, 
I'acide carbonique pent elre considere comme compose de 

Gaz oxide de carbone 100 

• Gaz oxig^no 5o 

M. Davy, en fiiisant Tanalyse des diverses combinaisons de Tazote 
avec Toxigene, a trouve, en poids, les proportions suivantes : 

Azote. Oxyg^ne. 

Gaz oxide d'azote 63, 3o 36,70 

Gaz nilreux 44, o5 55,9) 

Acide nilriquo 29,50 70,50 
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En reduisanl ces proportions en volumes, on trouve pour le 

Gaz azoto. Gaz oxygune. 

Gaz oxide d'azolo loo 49i5 

Gaz nitreiix loo 108,9 

Acido nitrlque 100 ^04,7 

La premiere el laderniere de ces proportions diflerentpeude eellesdc 
100 a 5o et de 100 a 200; il n'y a que la deuxieme qui s'ecarte un peu 
de celle de 100 a 100. La difference n'esl cependant pas Ires grande, et 
olle est telle qu'on pourrait Taltendre dans de semblables experiences; 
mais je me suis assure qu'elle est enlierement nulle. En brulant la 
nouvelle substance combustible de la potassc dans 100 parties en volume 
de gaz nitreux, il est reste exactement 5o de gaz azote, donl le poids 
retrancbe de celui du gaz nitreux, delermine avec beaucoup de soin 
par M. Berard a Arcueil, donne pour resultat que ce dernier gaz est 
compose en volume de parties egales d'azote et d'oxigcne. 

On doit done admetlre, pour les proportions en volume des combi- 
naisons de Tazote avec Toxigene : 

Gaz azote. Gaz oxygdnc. 

Gaz oxide d*azote 100 5o 

Gaz nitreux. 100 100 

Acido nilrique 100 200 

D'apres mes experiences, qui different tres peu de celles de M. Cbe- 
nevix, I'acide muriatique oxigene est compose en poids de 

Oxigene 22 ,9a 

Acido muriatique 77 »'>8 

En convertissant ces quantites en volume, on trouve que Tacide 
muriatique oxigene est forme de 

Gaz muriatique 3oo,o 

Gaz oxigene io3 ,2 

proportion qui differe peu de 

Gaz muriatique Boo 

Gaz oxigimc » 06 ( ' ) 



( * ) Dans la proportion en poids de Tacide muriatique o\yg6nd, Tacide muriatique csl 
suppos5 priv6 d*cau, tandis que dans celle en volume il est suppos<^ combing avec un quart 
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Ainsi il me parait evident que tous les gaz en agissanl les uns sur 
les autres se combinent toujours dans les rapports les plus siniples, et 
nous avons vu, en effet, dans tous les exemples precedents, que le rap- 
|)ort de combinaison est de i a i, de i a 2 ou de i a 3. II est bien im- 
portant d'observer que, lorsque Ton considere les poids, il n'y a aucun 
rapport simple et fini entre les elements d'une premiere combinaison : 
ce n'est que lorsqu'il y en a une seconde entre ces memes elements que 
la nouvelle proportion de celui qui a ete ajoute est un multiple de la 
premiere. Les gaz, au contraire, dans telles proportions qu'ils puissent 
se combiner, donnent toujours lieu a des composes dont les elements, 
en volume, sont des multiples des uns des autres. 

Non seulement les gaz se combinent dans des proportions tres sim- 
ples, comme on vient de le voir, mais encore la contraction apparenle 
de volume qu'ils eprouvent par la combinaison a aussi un rapport 
simple avec le volume des gaz ou plutot avec celui de Tun d*eux. 

J*ai dit, d*apres M. Berthollet, que 100 parties de gaz oxide de car- 
bone, provenant de la distillation de Toxide de zinc et du charbon 
fortement calcine, produisent 100 parties de gaz carbonique en se 
combinant avec 5o de gaz oxigene. II resulte de la que la contraction 
apparente des deux gaz est precisement de tout le volume du gaz 
oxigene ajoute. La densite du gaz carbonique est done egale a celle 
du gaz oxide de carbone, plus la moitie de celle du gaz oxigene : ou, 
inversement, la densite du gaz oxide de carbone est egale a celle 
du gaz carbonique, moins la moitie de celle du gaz oxigene. D'api*es 
cela, et en prenant la densite de I'air pour unite, on trouve que celle 
du gaz oxide de carbone est 0,9678 au lieu de 0,9569 que M. Cruicks- 



de son poids d'cau, que depuis la lecture de ce M^moire nous avons ddniontre, M. Thenard 
et moi, ^tre absolunient nccessaire u son 6lat gazeux. Mais, comme le rapport simple de 3oo 
d'acide a roo d*o\igene no pout 6tre dd au liasard, il faudrait en conclure que Teau, en se 
combinant avec Tacide muriatique sec, pour former le gaz muriatique ordinaire, ne change 
pas sensiblement sa pesanteur specifuiuo. On sorait conduit u la m6me conclusion par cette 
consideration que la pesanteur spdcifique do I'acido muriatique oxig^n^ qui, d'apres nos 
experiences, ne contient point d*eau, est exactement la m^meque celle obtenue en ajoutant 
la densite du gaz oxigene h trois fois cello du gaz murialiquc, et en prenant la moitie do 
cette somme. Nous avons aussi trouve, M. Thenard et moi, que le gaz muriatique oxigene 
contient precisement la moitie de son volume de gaz oxigene, et qu'il pent dctruire, par 
consequent, un volume d'hydrogene egal au slon. 
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hanksavait delerminee par Texperience. On sail, d'ailleurs, qu'un vo- 
lume donne de gaz oxigene produit un volume egal d'acide carbonique; 
par consequent le gaz oxigene, en formant avec le charbon le gaz 
oxide dc carbone, double de volume, de meme que le gaz carbonique 
en passant surdu charbon rouge. Legaz oxigene produisant un volume 
egal de gaz carbonique et la pesanteur de ce dernier etant bien connue, 
il est facile d'en conelure la proportion de ses elements. C'est ainsi 
qu'on trouve que le gaz carbonique est compose de 

Carbone 27 , 38 

Oxig^no 72 »6'2 

et le gaz oxide de carbone de 

Carbone 4^j99 

Oxigene ^7 ,01 

En suivant une marche analogue, on trouve de meme que, si le 
soufre prend 100 parties d'oxigene pour produire I'acide sulfureux, il 
en prend i5o pour produire Tacide sulfurique. En effet, d'apres les 
experiences de MM. Klaproth, Bucholz et Richter, Tacide sulfurique 
est compose, en poids, de 100 de soufre ct i38 d'oxigene. 

D'un autre cote, Tacide sulfurique est compose de deux parlies en 
volume de gaz sulfureux et de i de gaz oxigene. Par consequent, le 
poids d'une certaine quantite d'acide sulfurique doit etre le meme que 
cfilui de 2 parties d'acide sulfureux et de i de gaz oxigene, c'esl-a-dire 
2 X 2,a65, plus 1,10359= 5,03359; attendu que, d'apres Kirwan, le 
gaz sulfureux pese 2,a65, la densite de I'air etant prise pour unite. 
Mais, d'apres la proportion de 100 de soufre a i38 d'oxigene, cette 
quanlile reufermc 3,26653 d'oxigene, et si Ton en retranche 1,10359, 
il reslera 2,16294 pour le poids de I'oxigene renferme dans 2 parties 
d'acide sulfureux ou r, 08147 pour celui de I'oxigene renferme dans 
I partie. 

Or, conime cette derniere quantite ne difiere que de 2 cenliemesde 
1,10359 qui represente le poids d'une partie de gaz oxigene, il faut 
en conelure que le gaz oxigene, en se combinant avec le soufre pour 
former le gaz sulfureux, n'eprouve qu'une diminution de volume d'un 
cinquantieme, et qu'elle serait probablement nulle si les donnees dont 
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je me suis servi etaient plus exactes. Dans celte derniere supposition, 
et d'apres la pesanteur specifique du gaz sulfureux de Kirwan, on trou- 
verait que cet acide est compose de 

Soufro 100,00 

Oxigene 95,02 

Mais si, en partant des proportions precedentes de I'acide sulfurique, 
on admet, comme cela parait probable, que roo de gaz sulfureux ren- 
ferment loo de gaz oxigene, et qu'il faut Icur en ajouler encore 5o 
pour les convertir en acide sulfurique, on obtiendra, pour les propor- 
tions de Tacide sulfureux, 

Soufre 100 , 00 

Oxig6ne 9'^ , 00 

Sa pesanteur specifique, calculee dans ces memes suppositions el rap- 
portee a celle de Fair serait 2,3o3i4 au lieu de 2,265o que M. Kirwan 
a trouvee directement ('). 

Le phospbore a les plus grands rapports avec le soufre, altendu 
qu'ils ont a peu pres Tun el Tautre la meme pesanteur specifique. Par 
consequent le pbosphore doit prendre deux fois plus d'oxigene pour 
devenir acide pbosphoreux que pour passer de cet etat a celui d'acide 
pbospborique. Et puisque ce dernier est compose, d'apres Rose, de 

Phosphore 100 , o 

Oxigene n4 ,0 



(^) II serait n^cessaire, pour fairo disparailro ces differencos, do faire de nouvellcs expe- 
riences sur la densit6 du gaz sulfureux, sur la combinaison direcle du gaz oxigene avec \v 
soufre, pour voir s'il y a contraction, el sur la combinaison du gaz sulfureux avec le gaz 
ammouiacal. Jai trouv6, a la veritc, on chaufTant du cinabfe dans du gaz oxigene, que 
100 parties de ce gaz ne produisent que gS de gaz sulfureux. II m'a senibl^ aussi qu'il fal- 
lait moins de gaz sulfureux que do gaz ammoniacal pour obtenir un sol neutrc. Mais, comme 
ces experiences n'ont pas 6te faites dans des circonstancos convenables, surtout la derniere 
qui ne peut dtro faite qu'au moyen de Toau, le gaz sulfuroux se d6composant et laissant 
precipiter du soufro aussit6t qu'il est m61e avec le gaz ammoniacal, je me propose, avanl 
den tirer aucune consequence, de les reprendre et d'en determiner exactement toutes les 
circonstances. Cela est d'autant plus n^cessaire que, le gaz sulfureux 6tant bienconnu dans 
Kos proportions, on pourra s'en servir pour analyser le gaz hydrog6ne sulfur^. 

Jnn, de I'Ec, Normale. 3« Ser'te. Tome HI. — Mars 1886. l3 
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il s*ensuit que Tacide phosphoreux doit'contenir 

Phosphore 100 ,0 

Oxig^ne 76,0 

Nous avons vu que 100 parties de gaz azote prennent 5o parties de 
gaz oxigeue pour former le gaz oxide d'azote, et 100 parties de gaz 
oxigene pour former le gaz nitreux. Dans le premier cas, la conlrac- 
lion est un peu plus forte que le volume du gaz oxigene ajoute; car 
la pesanteur specifique du gaz oxide d'azote, caleulee dans cetle hypo- 
these, est 1,52092, tandis que eelle donnee par M. Davy est 1,6141/4. 
Mais il est aise de faire voir, par des experiences de M. Davy, que la 
contraction apparente est precisement de toul le volume du gaz oxi- 
gene ajoute. En faisant passer retincelle electrique a travers un me- 
lange de 100 parties dc gazhydrogene et de97,5degaz oxide d'azote, 
le gaz liydrogene est detruit, et il reste 102 parties de gaz azote renfer- 
mant celui qui est presque toujours mele avec le gaz hydrogene, et de 
plus un peu de ce dernier gaz echappe a la combustion. Le residu, 
toute correction faile, serait done k peu pres eg^l en volume au gaz 
oxide d'azote employe. De meme, en faisant passer Telincelle electrique 
a travers un melange de 100 parties de gaz hydrogene phosphore etde 
2:')o de gaz oxide d'azote, il se forme de Teau et de Tacide phospho- 
rique, et il reste exactement 25o parties de gaz azote; preuve evidente, 
encore, que la contraction apparente des elements du gaz oxide d'azote 
est de tout le volume du gaz oxigene ajoute. D'apres cette considera- 
tion, sa pesanteur specifique rapportee a celle de Tairdoitetre 1,52092. 

La contraction apparente des elements du gaz nitreux parait, au 
contraire, nulle. Si Ton admet, en effet, comme je Tai fait voir, qu'il 
est compose dc parties cgales de gaz oxigene et de gaz azote, on Irouve 
que sa densite, caleulee dans Thypolhese oil il n'y aurait aucune con- 
densation de volume, 'est i,o36, tandis que celle dcterminee directe- 
ment est i,o38. 

Saussure a trouve que la densite de la vapeur de Teau est a celle de 
Tair comirie 10 est a 14. En supposant que la contraction de volume 
des deux gaz soit seulement de tout le volume du gaz oxigene 
ajoute, on trouve, au lieu de ce rapport, celui de 10 a 16. Cette dif- 
ference et I'autorite d'un physicien aussi distingue que Saussure 
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sembleraient faire rejeler la supposition que je viens de faire ; mais 
voici plusieurs circonstances qui la rendent tres probable. Elle a 
d'abord pour elle une tres forte analogie: en second lieu, M. Trales a 
Irouve, par des experiences direcles, que le rapporl de la densile de la 
vapeurdeTeau a celle de I'airest de lo a i4»5, au lieu de lo a 14. 
En troisieme lieu, quoiqu'on ne connaissc pas tres exactement le vo- 
lume qu'occupe I'eau en passant a Tetat elastique, on sait, d'apres les 
experiences de M. Watt, qu'un ponce cube d'eau produit a pen pres 
un pied cube de vapeur, c'est-a-dire un volume 1728 fois plus grand. 
Or, en admettantle rapport de Saussure, on Irouve seulement 1488 pour 
le volume qu'occupe Teau lorsqu'elle est en vapeur, et, en admetlant 
celui de 10 a 16, on aurait 1700,6. Enfin la refraction de la vapeur 
aqueuse, calculee dansThypothese de loa i4» estun peu plusforteque 
celle donnee par Tobservation, mais celle calculee en adoptantle rap- 
port 10 a 16 concilie beaucoup mieux les resultats de la theorie et de 
Texperience. Voila done plusieurs considerations qui rendent tres pro- 
bable le rapport de 10 a 16. 

Le gaz ammoniacal est compose en volume de 3 parties de gaz by- 
drogene et de i de gaz azote, et sa densite comparee a celle de Tair est 
0,596 ; mais, si Ton suppose que la contraction apparente soit de la 
moitie du volume total, on trouve 0,59^1 pour sa densite. Ainsi il est 
demontre, par cet accord presque parfait, que la contraction apparente 
(le ses elements est precisement de la moitie du volume total ou plutot 
du double de celui de Tazote. 

J'ai prouve precedemment que le gaz muriatique oxigene etait com- 
pose de 3oo parties de gaz muriatique et de too de gaz oxigene. En 
admettant que la contraction apparente des deux gaz soit de la moitie 
du volume total, on trouve pour sa densite 2,468, et par Texperience 
2/170. Je me suis aussi assure par plusieurs experiences que les pro- 
portions de ses elements sont telles, qu'il forme des sels neutres avec 
les metaux. Par exemple, si Ton fait passer du gaz muriatique oxigene 
sur du cuivre, il se forme du muriate vert legerement acide, et il se 
precipite un peu d'oxide de cuivce, parce que ce sel ne pent pas etre 
obtenu parfaitement neutre, II suit de la que dans tous les muriates, 
comme dansl'acide muriatique oxigene, Tacide reduit en volume est 
triple ^de Toxigene. II en scrait de meme des carbonates et des fluates 
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(Jonllesacides, sous des volumes egaux, ont la memecapacile de satu- 
ration que Tacide muriatique. 

On voit done, par ces divers exemples, que la contraction qu'eprou- 
vent deux gaz en se^ combinant suit un rapport a pen pres exact avec 
leur volume, ou plut6t avec celui de Tun deux. II n'existe, en effet, 
que de tres petites differences enlre les densites des composes obtenues 
par le calcul et celles que donne Texperience, et il est probable qu'en 
se livrant a de nouvelles recherches on les verrait disparaitre com- 
pletement. 

En se rappelant celte grande loi de ralfinite chimiqne, que toute 
combinaison donne lieu a un rapprochement des molecules elemen- 
taires, on con<;oit difficilement pourquoi le gaz oxide de carbone est 
plus leger que le gaz oxigene. C'est meme la principale raison sur la- 
quelle s'est appuye iM. Berthollet pour admellre Texistence de I'by- 
drogene dans ce gaz et expliquer par la sa faible densite. Mais il me 
semble que la dilRculte provient de ce que Ton suppose que le rappro- 
chement des molecules elemenlaires est represenle dans les gaz par la 
diminution de volume qu'ils eprouvent en se combinant. Cette suppo- 
sition n'est pas toujours vraie, et Ton pourrait citer plusieurs combi- 
naisons gazeuses dont les molecules constituantes seraient tres rappro- 
chees, quoique la diminution de volume fut nulle, et qu'il y eut meme 
dilatation. Tel est le gaz nitreux considere comme forme directement 
de gaz azote et de gaz oxigene, ou de ce dernier et de gaz oxide 
d'azote. Dans le premier cas, il n'y a point diminution de volume et 
dans le second il y aurait au contraire dilatation, puisque loo parties 
de gaz oxide d*azote et 5o de gaz oxigene en produiraient 200 de gaz 
nitreux. On sait encore que le gaz carboniqiie represenle exaetemenl 
un volume egal de gaz oxigene, et que Tailinite qui reunitses elements 
est tres forte. Cependant, si Ton admettait que la condensation des 
elements a un rapport immediat avec la condensation de volume, on en 
conclurait, a la veritecontre Texperience, qu'clle est nulle. Autrement 
il faudrait supposer que si le carbone etait a Tetat gazeux, il se com- 
binerait a volume egal, ou dans toute autre proportion, avec Toxigene, 
et qu*alors la condensation apparente serait de tout le volume du car- 
bone gazeux. Mais si Ton fait celte supposition pour Pacide carbonique, 
on pent aussi lafaire pour le gaz oxide de carbone, en admettam, par 
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exemple, que loo parlies de carbone gazeux, en se combinant avei^-5o 
de gaz oxigene, en produiraienl loo de ce gaz. Quoi qu'il en soil- tie . 
ces suppositions qui ne peuvent servir qu'a faire concevoir que le gaif'.;V' . 
oxigene peut produire un compose plus leger quelui, en se combinanl •'" J 
avec un corps solide, on doit admetlre, comme verite fondee sur un tres 
grand nonibre d'observations, que la condensation qu'eprouvent les 
molecules de deux corps qui se combinent, particulierement de deux 
gaz, n'a point de rapport immediat avec la condensation de volume, 
puisqu'on voit souvent que, pendant que Tune est Ires forte, I'autre est 
tres faible ou meme nulle. 

L'observation que les combustibles gazeux se combinent avec le gaz 
oxigene dans les rapports simples de i a f , de i a 2, de i a ^, peut 
nous conduire a determiner la densite des vapeurs des corps combus- 
tibles, ou au moins a approcher beaucoup de cette determination. Si 
Top suppose, en eflet, tous les corps combustibles a Tetat gazeux, un 
volume determine de chacun d'eux absorberait un volume egal d'oxi- 
gene, ou le double ou seulement la moitie. Et comme on connait la 
proportion d*oxigene que prend chaque corps combustible a I'elat so- 
lide ou liquide, il suffit de convertir Toxigene en volume et d'y con- 
vertir aussi le combustible, d'apres la condition que sa vapeur soit 
egale au volume du gaz oxigene, ou au double, ou a la moitie. Par 
exemple, le mercure est susceptible de deux degres d*oxidation, et on 
peut comparer le premier au gaz oxide d'azote. Or, d'apres MM. Four- 
croy et Thenard, 100 parties de mercure en absorbent 4>i6 qui, re- 
duiles en gaz, occuperaient un espace represente par 8,ao.Ces 100 par- 
ties de mercure reduites en vapeurs devront done occuper un espace 
double, c'est-a-dire, 16,40. On conclut de la que la densite de la 
vapeur de mercure est 12,01 fois plus dense que celle du gaz oxigene, 
et que le metal, en passant de Tetat liquide a Tetat gazeux, prend un 
volume 961 fois plus grand. 

Je ne m'occuperai pas plus longtemps de ces determinations, parce 
qu'elles ne sont fondees que sur des analogies, et que d'ailleurs il est 
aise de les multiplier, Je terminerai ce Memoire par examiner si les 
combinaisons se font dans des proportions constantes ou variables ; 
les experiences que je viens de rapporter me conduisent a la discussion 
de ces deux opinions. 
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•*B'.apres Tidec ingenieusc de M. Dahon, que les combinaisons se 

^ fiHil (ratome a alome, les divers composes que deux corps peuvent 

...*'':.Tiormer seraient produils par la reunion d'une molecule de Tun avee 

;••/'* une molecule de Tautre, ou avec deux ou avec un plus grand nombre, 

mais toujours sans inlermediaires. MM. Thomson etWollaslon rappor- 

tent, en effet, des experiences qui vSemblenl confirmer celle theorie. 

Le premier a trouve que le suroxalate de potasse contient deux fois 

plus d'acide qu'il n'en faut pour salurer Talcali; el le second, que le 

sous-carbonate de potasse contienl, au conlraire, deux fois plus d'alcali 

qu'il n'en faudrait pour salurer Tacide. 

Les resultats nombreux que j'ai fail connailre dans ce Memoire sonl 
aussi Ires favorables a celle theorie. Mais M. Berlhollel, qui pense que 
les combinaisons se font d'une maniere conlinue, cite pour preuve de 
son opinion les sulfates acides, le verre, lesalliages el les melanges de 
divers liquides, composes lous ires variables dans leurs proportions, el 
il insisle principalemenl sur Tidentitede la force qui produit les com- 
binaisons chimiques et les dissolutions. 

Ces deux opinions ont done chacune en leur faveur un ires grand 
nombre de fails ; mais, quoiqueenlieremenl opposees en apparence^ il 
est aise de les concilier. 

II faut d'abord admettre, avec M. Berlhollel, que Taction ihermique 
s'exerce indefmimenl d'une maniere conlinue entre les molecules des 
corps, quels que soienl leur nombre et leur rapport, et que, en general, 
on peut obtenir descomposcs a proportions Ires variables. Mais ensuite, 
il faut admettre en meme temps qu'outre Tinsolubilile, la cohesion et 
I'elasticilequitendenla produire des combinaisons dans des proportions 
fixes, Taction chimique s'exerce plus puissamment lorsque les elements 
sonl entre eux dans des rapports simples, ou dans des proportions 
multiples les unes des autres, el qu'elle produit alors des composes 
qui se separenl plus aisement. On concilie de celte maniere les deux 
opinions, et Ton mainlient celle grande loi chimique : que toules les 
fois que deux substances sonl en presence Tune de Taulre, dans leur 
sphere d'activile, elles agissenl par leurs masses et donnent en general 
des composes a proportions Ires variables, a moins que ces proportions 
ne soienl determinees par des circonstances parliculieres. 
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Conclusion. 

J*ai fait voir dans ce Memoire que les combinaisons des substances 
gazeuses, les unes avec les autres, se font toujours dans les rapports 
les plus simplesy et tels qu'en representant I'un des termes par I'unite, 
I'autre est i ou 2 ou au plus 3. Ces rapports de volume ne s'observent 
point dans les substances solides et liquides^ ou lorsqu'on considfere 
les poids, etils sont une nouvelle preuve que ce n'est effectivement 
qu'a Tetat gazeux que les corps sont places dans les memes circon- 
stances et qu'ils presentent des lois regulieres, II est remarquable de 
voir que legaz ammoniacal neutralise exactementun volume semblable 
au sien des acides gazeux, et il est probable que si les acidcs et les al- 
calis etaient a Tetat elastique, ils se combineraient tous a volume egal 
pour produire des sels neutres. La capacite de saturation des acides et 
des alcalis, mesuree par les volumes, seraitdonc la meme^etce serait 
pent etre la vraie maniere de Tevaluer. Les contractions apparentesde 
volume qu'eprouvent les gaz en se combinant ont aussi des rapports 
simples avec le volume de Tun deux, et cette propriete est encore 
particuliere aux substances gazeuses ('). 



Lettre de M. Ampere a M, le comte Bertdollet^ sur la determination des 
proportions dans lesquelles les corps se combinent d*apres le nombre et la 
disposition respective des molecules dont leurs parties integrantes sont com- 
posees ('). 

Monsieur le Comte, 

Vous savez que, depuis longtemps, Timporlante d^couverle de M. Gay-Lussac 
sur les proportions simples qu'on observe entre les volumes d*un gaz corn- 



et) On a jug6 utile de r^imprimer, k la suite du M6moire de Gay-Lussac, la partie de la 
Lettre k Berthollet, dans laquelle Ampere formule la c6l6bre hypoth^se sur la constitution 
des gaz. (D. G.). 

(>) Anncdes de Chimie, t. XC, p. 43; 3o avril 1814. 
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po»<* el i'j'Mx des f^az cornposarils m*a fail nalire Tidee d'une theorie qui ex- 
pli(|i]c rion souloinent los fails decouverls par eel habile chimisle el les fails 
anaiof^iM!S obsorvYis dcpiiis, mais qui peul encore s'appliquer k la delermi- 
fiatioii (U'ri pro()orlions d'un ^rand nomhre d'aulres composes qui, dans les 
circoiislanc<!S ordinaires, n'aflfeclenl point Telal gazeux. 

Lo M/»moiro dans loqiicl j'expose celle Ih^orie avec lous les delails neces- 
f^uirr*sesl pn*sque lorniine; mais,comme des occupations d'unaulre genre ne 
ine permellenl pas iVy iravaillcr aclueilement) je m'empresse de r^pondre 
«iu dcftir quo vous in'avez irianifeste de le connailre, en vous en presentanl un 
o\lrail. 

Des consoquenccs deduiles de la theorie de rattraction universelle, consi- 
iUiviH* comino cause de la cohesion, ct la facilite avec laqueile la luniiere tra- 
verse les corps transparents onl conduit les physiciens a penser que les 
deriiieres molecules des corps ctaient tenues par les forces atlraclives et 
repiilsives qui lem* sont propres, a des distances comme infiniment grandes 
relaliveinent aux dimensions deces molecules. 

Des lors lours formes, qu'aucune observation directene pent d*ailleurs nous 
fairci connailre, n*onl plus aucune influence sur les pb6nomenes que pr^sen- 
tont los corps qui en sont composes, et il faut chercher rexplication de ces 
plienomones dans la maniere dont ces molecules se placentles unes h Tdgard 
des autros pour former ce que je nomme une panic u/e. 

D'apros celle notion, on doit considerer une particule comme Tassemblage 
d'un nombre determine de molecules dans une situation d6termin6e, renfer- 
manl outre elles un espace incomparablemeni plus grand que le volume des 
molecules; el, pour que cet espace ait trois dimensions comparables entre 
«»lles, il faut (|u'une particule reunisse au moins quatre molecules. Pour ex- 
primer la situation respective des molecules dans une particule, il faut conce- 
voir, par los centres do gravity de ces molecules, auxquels on peut les sup- 
poser reduiles, des plans situes de maniere a laisser d'un m6me c6te toutes 
los molecules ({ui so trouvent hors de chaque plan. En supposant qu*aucune 
molecule no soil renfermee dans Tespace compris entre ces plans, eel espace 
sera un polyedre dont chaque molecule occupera un sommet, et il suffira de 
nommer ce polyedre pour exprimer la situation respective dont se compose 
une parlicule. Je donnerai a ce polyedre le nom de/orme representative de la 
particule, 

Les corps crislallises etanl formes par la juxtaposition r6guli6re des parli- 
oules, la division mecanique y indiquera des plans parall^les aux faces de ce 
polyedre ; mais elle pourra en indiquer d'autres resultant des diverseslois de 
decroissement : rien n'empOche d'ailleurs que ceux-ci ne soient souvent plus 
laciles ;\ oblenir qu*une parlie des premiers, et d^s lors la division mecanique 
peut bien fournir des conjectures, mais seulemenl des conjectures, pour la 
determination des formes representatives. 11 est un autre moycnde connailre 
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ces formes; c*esl de delerminer, par le rapport des composanls d'un corps, 
le nombre des molecules qui se irouvent dans chaqueparliculedece corps. Je 
suis parii, pour cela, de la supposition que, dansle cas ou les corps passent a 
r^lat de gaz, leurs particules seules soient s6parees et 6cartees les unes des 
autres par la force expansive du calorique a des distances beaucoup plus 
grandesque celles ou les forces d'affinite et de cohesion ont une action appre- 
ciable, en sorte que ces distances ne dependent que de la temperature et de 
la pression que supporte le gaz, et qu*^ des pressions et des temperatures 
egales, les particules de tons les gaz, soit simples, soit composes, sonl placees 
a la m6me distance les unes des autres. Le nombre des particules est, dans 
cette supposition, proportionncl au volume des gaz(*). Quelles que soient les 
raisons Ih^oriques qui me semblent Tappuyer, on pent nc la considerer que 
comme une hypothese ; mais, en comparant les consequences qui ensont une 
suite n^cessaire avec les ph^nomenes ou les propriet^s que nous observons, 
si elle s*accorde avec tons les resuliats connus de Texperience, si Ton en de- 
duit des consequences qui se trouvent confirmees par des experiences ult^- 
rieur^s, elle pourra acqu^rir un degr6 de probabilite qui approchera de ce 
qu'on nomme en Physique la certitude. En la supposant admise, ii suffira de con- 
naitre les volumes ^ I'etat de gaz d'un corps compose et de ses composanls, pour 
savoir combien une particule du corps compose conticnt de particules ou de 
portions departiculede deux composants.Le gaz nitreuxcontenant par exemple 
la moitie de son volume en oxigene et la moitie en azote, il s'cnsuil qu'une 
particule de gaz nitreux est formee par la reunion de la moitie d'une particule 
d'oxigene et de la moitie d'une particule d'azote; le gaz forme par la combi- 
naison du chlore etde Toxide de carbone contenant des volumes de ces deux 
gaz qui sont egaux au sien, une de ses particules est formee par la reunion 
d'une particule de chlore el d'une particule d'oxide de carbone ; I'eau en va- 
peur contenanty d'apres les belles experiences de M. Gay-Lussac, un volume 
egal d'hydrogdne et la moitie de son volume en oxigene, une de ses parti- 
cules sera composee d'une particule entiere d'hydrogene et de la moitie d'une 
particule d'oxigene; par la meme raison, une particule de gaz oxide d'azote 
contiendra une particule entiere d'azote, el la moitie d'une particule d'oxi- 
gene ; enfin un volume de gaz ammoniacal etant compose d'un demi-volume 
d'azote et d'un volume et demi d'hydrogene, une particule de ce gaz contiendra 
la moilie d'une particule d'azote et une particule et demie d'hydrogene. 

Si nous admettons comme la supposition la plus simple, supposition qui 
me paralt d'ailleurs suffisamment justifiee par I'accord des consequences que 
j'en ai deduites avec les phenomenes, que les particules de Toxigene, de I'a- 



(*) Depuis4a redaction de men M^moiro, j'ai appris que M. Avogadro avail fail de cello 
derni^re id^e la base d'un travail sur les proportions des elements dans les combinaisons 
cliimiques. 

jinn, de Vic. NormaU. 3* Serie. Tome HI. — Mars 1886. 1 4 
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zote el de I'liydroj^enc sonl coinposees de 4 molecules, iu»us en coiicliiroiis 
que celles du ^az nitreux sont aussi composees de 4 molecules, 2 d'oxigeiie 
tM 2 d'azote ; celles du jraz oxide (fazole, de 6 molecules, \ d'azole et 2 d'oxi- 
^'ene ; celles de la vapeur d'eau, de 6 molecules, 4 d'hydrogene el 2 d'oxigene, 
el celles du gaz ammoniacal, de 8 molecules, 6 d'hydrofrene el 2 d'azoie. 
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FONCTIONS HYPER&EOMETRIQUES, 
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MAITRE DE CONFERENCES A l'eCOLR NORHALE S I'PERIE U R E. 



Tons Ics geometrcs connaissenl le beau Memoire dc Riemann surles 
fonclionshypergeomelriques. L'illuslreauleurelablitquc ces fonclions 
sont defmies par icurs points de ramification et les exposants de dis- 
(!ontinuite, entre lesquels doit exister une certaine relation. Les tra- 
vaux de M. Fuehs sur la theorie des equations lineaires ont rendu ces 
resullats iminediats et ont permis de les gen^raliser de differentes 
fagons. Mais toules ces generalisations offrent a premiere vue quelque 
chose d'arbitraire, qui tient a Tindetermination meme du probleme. 
Si, en effel, on essaye d'etendre la definition de Riemann aux integrates 
d'equalions lineaires d'un ordre superieur au second ou ayanl plus de 
irois points criliques, on voit immedialcmenl que cette extenvSion ne 
pent se fairesans modification. II faudra imposer aux integrates, outre 
les conditions de Riemann, des conditions nouvelles, et il est evident 
qu'a priori rien n'empeche deles choisir d'une faQon tout a fait arbi- 
traire, pourvu que le problfeme devienne determine. Mais, si Ton sc laisse 
guidcr par les generalisations deja obtenucs et par la theorie des inte- 
grales regulieres de M. Fuchs, on est conduit a imposer aux integrales 
des conditions nouvelles d'une forme tres simple. Ces conditions con- 
sistent, d'une maniere generale, a supposerque, dans le domaine de 
quelques-uns des points critiques, il existe plusieurs branches lineai- 
rement independantes, telles que le quotient de deux d'cntre elles est 
uniforme dans ce domaine. 



(*) Les principaux resullats de ce travail ont 4t6 r^sum^s dans une Note presentee a 
TAcad^mie des Sciences ('^5 Janvier 1886). 
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Le prohleme se trouve alors decompose en deux autres. D'une part, 
on a a calculer les solutions en nombres entiers et positifs de certaines 
equnlions ariihineliques. Ces equations admettent deux syslemesdeso- 
lulions connucs qui correspondent aux functions de M. Pochanimer 
( Journal de Crelle, f. 71) el aux series hypergeomelriques d'ordre su- 
perieur { Annales de rEcole Normale, 2* serie, t. XII). Mais res deux 
solutions ne sont en quelque sorte que leslermes extremes d'une serie 
indefinie de solutions; ce qui monlre que la question est loin d'etre 
epuisee. 

Connaissanl un sysleme de solutions des equations precedentes, la 
determination des coefficients de Tequation lineaire correspondante 
exige des calculs algebriques, qui paraissent devoir elre en general 
assez compliques. En faisant une hypothese de plus, on est conduit a 
un cas particulier interessant (auquel on pent d'ailleurs ramener tons 
les autres), oil les coefficienls sont fournis par des equations du pre- 
mier degre. II y a deux types d'equations de cette espece du troisieme 
ordre, qui du resle sont bien connus. II y en a six pour les equations 
du quatrieme ordre, dont trois sont connus deja completement; uncas 
particulier d'un des autres types a 6te rencontre par M. Brioschi dans 
sesrecherchessurla transformation du septifeme ordre des fonctions el- 
liptiques. 

Toutes ces equations jouissent d'une propriete imporlante. On pent, 
par des calculs algebriques, determiner les substitutions que subit un 
systeme fondamental d'integrales convenablement choisi quand on fait 
decrire a la variable un contour ferme quelconque. Les coefficients de 
ces substitutions sont des fonctions algebriques des multiplicateurs des 
integrales dans le domaine des points critiques et ne dependent pas 
des points critiques eux-memes. Dans les cas particuliers auxquels j'ai 
applique la methode, ces coefficients sont des fonctionsm/zo/ine/fe^des 
multiplicateurs. Le petit nombre d'equations lineaires pour lesquelles 
on a pu rcsoudre effectivement ce probleme donne, il me semble, 
quelque interet a cette proposition. On en deduit un certain nombre 
de consequences, qu'il est bien facile d'apercevoir. 

Pour eviter toute ambiguite, je reserverai le nom de fonctions by- 
pergeometriques d'ordre superieur aux fonctions que j'ai etudiees dans 
le travail dejk cite {Annales de VEcole Normale). 
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I. Soil 

une equation lineaire a coefTficienls rationnels et a integrates regu- 
lieres, ayant en tout p points singuliers, a, , ^a? • • • i o,^-\ » ^p» y compris 
le point j? = ao , que nous supposerons toujours un point veritable- 
ment singulier, de sorte que Ton poseraap=QO. La forme generate 
(le cette equation sera, commc on sait, 

oil 

et oil Fp_2(^), . . ., F^(p_2) (^) sont des polynomes d'un degre marque 
par leur indice ou de degre moindre. Le nombre total de coefficients 
arbitraires que contient Tequalion la plus generate de cetle espece, 
quand on regarde les points critiques conime donnes, est done egal a 

p — 2-hl4-2(p — 2)-hI-}-...-l-m(p — 2)-|-l = (p— 2) ^^ T- /W. 

A 

Considerons les diverses equalions determinantes fondamenlates re- 
latives aux points critiques a^, «2» •••> ^p de I'equation (i), la somme 
des racinesde ces p equations ne depend pas des coefficients de ['equa- 
tion (1). On a en effetla relation suivante, qu'it est bien aise d'etablir. 



(2) 



v,.— n^{ in — i){^ — i) 



II suit de la que de ces mp rarines mp— i seulemcnt peuvent etre 
prises arbitrairement, et la derniere sera alors determinee par la rela- 
tion (2). La connaissance de ces mp — r racines entraine /wp — i 
equations de condition bien connues entre tes coefficients de Tequa- 
tion (i), nombre inferieur au nombre total des coefficients des que m 
estsuperieur a i ou p superieur a 3. Supposons, popr prendre le cas 
general, que, parmi les racines de chaque equation determinante, it 
n'y en ait pas deux dont la difference soit un nombre entier; les coeffi- 
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cieiUs de I'equalion (i) etant choisis de fa^on a satisfaire aux condi- 
tions precedenles, celte equation possedera bien, dans le domaine dc 
chaciin des points critiques, m integrales appartenant pespectivemenl 
aux exposants voulus. Mais, comme il reste encore an certain nombre 
le coefficients arbitraires, on voit que, quand on se donne la forme 
Tun syslemc fondamental d'integrales dans le domaine de chacun des 
points critiques, cela ne suffil pas pour determiner complelement Te- 
(|uation ni par suite ses integrales. Lesintegralesde Tequation lineaire 
la plus generale d'ordre m ayant p points singuliers, de la forme ecrite 
plus haut, ne sont done pas susceptibles d*une definition analogue a 
celle de Riemann pour les fonctions livpergeomelriques de Gauss. 

2. II est done necessaire, pour generaliser le probleme, d'imposer 
aux integrales de nouvelles conditions. On pourrait, par exemple, faire 
intervenir les relations lineaires entre les diffcrents systemes d'inte- 
grales (t;oir Riemann, Gesammelte Werke , p. 357); mais les generali- 
sations connues jusqu'ici reposent sur des principes lout diffcrents, 
que la theorie generale de M. Fuchs permet encore d'exposer tressim- 
plement. Suppo>ons qu'une ou plusieursdes equations determinantes 
contiennent des groupes de racines, dont les differences mutuelles sont 
des nombres entierstous differents dezero. Si onlaisse aux coefficients 
restes arbitraires toute leur indetermination, il s'introduira forcement 
des termes logarithmiques dans le groupe d'inlegrales correspondant ; 
et, si Ton veut faire disparailre ces termes logarithmiques, on sera 
amene a introduire de nouvelles equations de condition entre les coeffi- 
cients. Pour plus de precision, soit x = a\xx\ point singulier quelconque 
d*une equation lineaire analogue a Tequalion (i) et 

un groupe de X racines de Tequation determinante relative a ce point, 
ou /I,, Wj, ..., /i)._, sont des nombres entiers positifs tons differents, 
ranges par ordre de grandeur croissante : admettons en outre que, pour 
une autre racine r' ne faisant pas partie du groupe, la difference r'— r 
n'esl jamais un nombre entier. Pour que Tequation proposeeadmetie, 
dans le domaine du point ^ = a,X integrales lineairement distinctesdc 
la forme 

(.r — a)'-P(x — a), (x — «)'-^". P,{x — a), ..., 
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oil P(^ — ^)> P<(^ — ^)> • ..designent des fonclions holomorphes dans 
ce domaine et differentes de zero pour x = a,'\\ faudra que les coeffi- 
cients de Tequalion proposee verifientcn outre 

2 

equations de condition qui, jointes aux X relations qui expriment que 
r, r-h/i,, .. ., r-h/ix-i sont racines de Tequalion determinantc, don- 
nent en tout 

>i(>i4-i) 
2 

equations entre les coefficients de Tequation proposee. Si Ton pose 

on voit que toutes les inlegrales precedentes sont multipliees par le 
facleur w lor$que la variable decrit un lacet dans le sens direct autour 
du point X = a; je dirai, pour abreger, que ces integrales ont le meme 
muUipliccUeiir. Ainsi I'exislence d'un groupe de X integrales ayant le 
meme mulliplicateur dans le domaine d'un point critique et apparte- 
nant respectivement a des exposanls determines enlraine 

>i(>i4-l) 
2 

equations de condition enlrc les coefficients de I'cquation (i). 

En particulier, si Ton suppose X = /w, toutes les integrales auront, 
dans les environs du point x =^a, le meme multiplicateur, et ce point 
ne sera qu'un point singulicr apparent ou du moins on pourra le 
ramener a etre tel par un changementbien connu de fonclion. On pent 
remarquer que I'exislence de ce point singulier apparent exige 

m { m -\- I ) 

2 

equations de condition et (jue le nombre des coefficients de Tequa- 
tion (i) augmente d'autant lorsque le nombre des points critiques 
augmente d'une unite. La presence d*un point singulier apparent 
co/l/^/^ n'inlroduit par consequent aucun nouveau paramelre. 
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.'{. Cela pose, nous parlagerons Ics racines de requation delermi- 
nanle, relative a un point singulierr/,, en X/groupes, deux racines d'un 
nieme groupe we differant que par un nombre enlier, toujours diffe- 
rent de zero, et deux racines de deux groupes distincls ne differani 
jamais d'un nombre entier. Supposonsde plus que, danscbacundeces 
groupes, il n'y ait pas deux racines egales, et soientm,'", 7n[^\ ..., m^l 
ies nombres respectifs de racines danscbacun d'eux. 

Nous avons vu que Ies rn'l^ integrales correspondant aux racines du 
premier groupe contiendront des ternies logarithmiques, a moins que 

Ies coelfiiienls ne verifient --- — ^ equations de condition, et de 

meme pour cbacuu des autres groupes. 

Si Ton applique ceci a lous Ies points critiques «,, r/j, .... a^iU* 
I'equalion (i), le nombre total des equations de condition sera 

car, en vertu de la relation (2), une des equations se trouvesatisfaite 
identiqucment. Pour que I'equation (i) soitcomplelementdeterminee, 
il laudra done que Ton ait 



1-1 k--\ 



(m -hi) (0 — 2) 



'A 



a la relation (3) nous devrons joindrc aussi Ies relations evidentes 



kz=l 



i. Toute equalion de la forme (i), qui est complelement determinee 
par la forme de ses integrales dans le voisinage des points critiques, 
correspond a un sysleme de solutions en nombres enliers et positifsdes 
equations (3) el (4). Nous sommes ainsi conduits a recbercber en pre- 
mier lieu tous Ies systemes de solutions de ces equations. 

Je remarqne d'abord qu'etant donnee une solution, on pent en de- 
duire une autre en cbangeant p en p -h 1 et en posant mP^^^ = m] cela 
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revient a supposer que Inequation (i) possede un point singulier de 
plus et que ce point est un point singulier apparent. Comnie on pent 
repeter cetle operation aulant de fois qu'on le vent, on voit que de 
toute solution des equations (3) el (4). on peul en deduire une infi- 
nite. En d'aulres termes, a toute equation de la forme (i) jouissant de 
la propriele voulue, il correspond une infinite d'equalions lineaires 
jouissant de la meine propriete et ayant un nombre quelconque do 
points singuliers apparents, outre les points critiques de la pre- 
miere. Inversement, si Ton connait un systemede solutions des equa- 
tions (3) et (4)» oil un ou plusieurs des nomhres m\ soient egaux a w, 
on pent en deduire un autre systeme de solutions oil tons les nombres 
m\ seront inferieurs a m. On peut done se borner a rechercher cessys- 
temes de solutions; chaque suite, telle que/w',, /w!,, . . .,/Wx secompo- 
sera au moinsdedeux nombres. 

L'equation (3) peut s'ecrire, en tenant compte des equations (4)« 

\ \ (mif')'-h mp=i 2 -h m(pm -h p — 2/w), 

c'est-a-dire 

i = p kz=\, 

(5) \\{m^^'r- = 2 + m'(p-2); 

1 = 1 k=l 

on peul encore la meltre sous la forme suivante : 



1 = 1 L A: = l J 



(6) 2^ m^-2,(mi!')M=2(//*^-i). 

1 = 1 L A: = l J 

La somme ^(m[y aura sa plus grande valeur lorsque la suite des 
nombres m\, m\^, , . ., m^, sereduira a deux nombres, Tun egal aw— i, 
Tautre a Tunite. On aura done 

et le premier membre de Tequalion (6) sera au moins egal a 

2p(m — i). 

On aura, par consequent, 

2(m*— -i)^2 p(/?i — i) 
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el, par suite, 

pl/n -h I. 

Ainsi, pour line valeur donnee de m, le nombt^ des points criliques non 
apparvnts ne pourra depasser m -4- i . Si celle limite est atteinte, on aura 
pour cliaque point singulier/'', = m — i, r!^ = i, c'est-a-dirc que m — i 
integrnles auront le mcme multiplicateur dans le domaine de chaque 
point critique. C'est a ce type que se rallachenl les equations de M. Po- 
i^\\iM(imev {Journal de Crelle ^ t.71), et nous verrons plus loin que toules 
les equations du menie type peuvenl se ramener a celles-la. 

On oblient encore une solution en prenant, quel que soil m, 

i m\^ ' =: m',* =3 . . . =: //* 2 =:r I , 

= 3 m\^' = m'^^^z , . . =z m',f,' = I , 
( m'^^ = /;^ — I , m^^ ' =z i . 

(rest a celle solution que se ratlachent les series hypergeoinetriques 
d'ordre superieur, el j'i»i fait voir (/oc. cit., p.4i 2) que loute autre equa- 
tion du nieme type pouvait se ramener a une equation hypergeome- 
trique; mais il est clair que nous n'avons la que des solutions tout a 
fait particulieresdu probleme. 

L'equation (5), joinle a la condition p^m-hi, monire que, pour 
une valeur donnee de m, ii n'y a qu'un nombre limite de systemes de 
solutions, abstraction faite de ceux que Ton pent en deduire par le 
precede indique plus baut. La recbercbe de ces solutions nousamene 
a considerer toules les decompositions possibles en une somme de 
carres du nombre enlier 2 -hm^(p — 2), pourvu qu'elles soient com- 
patibles avec les equations (4). Je laisse de cote pour le moment la 
discussion de ce syslemo, et je me borne a reproduire les solutions 
pour m = 3 et /w = 4« 

m = 3. 

(I) p=.3| .<'3z<' = m^3»>=:i, 



(11) p-4 



/??','' =1 2, m^,'- = i; 



^ , m\'^ = ni\-^=im\^^z=Lm\'^'—2, 



mV'=w/^:= W^/>:=i//i;*'ni I. 
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/W = 4- 

( I ) = 3' m\*' = Wl J*' = WJ,*^ =: /7r^« = I , 

f /w,» =3, /w,' =i; 

(II) P==3< W,»'=2, m/ =://?3- =1, 

S/?l,*'i=:2, m,' i=/;}j* rui, 

_ _, , /?|j*=i2, //J J* 1= /« J* =: I , 



( //I,* =2, 



(IV) s = 4 



(V) p-4 



//I J*' =3, m,*'r=:i, 

//i,"=i3, /?i,*'=i, 

' wij» =3, //iV'--i, 

/;ij*^r=: 3, iU^-:=L I, 

/?!•*•= Wj'j^ =2, 

m^,^' =: 2, //i',* = /« j^' = I : 



(VI) = 4 



(VII) p = 



/7?j*'= 3 = //Jj'^^ I, 
m',''z= /W^,**=:: 2, 
/?l'j''z= m*=z 2, 

m'j^>=:m;*^z:^2; 



5. SupposoDS connu un systcme de solutions des equations (^3) 
el (4)» el donnons-nous arbilrairement les points «,, flo, ..., «p , 
ainsi que les exposants de discontinuite, en supposant qu*on puisse les 
parlager en groupes, coinme il a ete explique>plus haul, et qu'ils veri- 
Kent la relation (2). Pour que Tequation (i) admette dans le domaine 
de chacun de ces points singuliersun systeme fundamental d*integrales 
appartenant aux exposants clioisis et ne contenant pas de logarithmes, 
les coefficients des polynomes F doivent satisfaire a des relations dont 
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le nombre est precisement egal an nombre de ces coefficients, de sortc 
que le probleine est determine. 

II est aise de voir que les coefficients des polynomes F seroni donnes 
par des equations algebriques; mais la discussion de ces equations dans 
le cas general parait tres compliquee, au moins si Ton vent Taborder 
par des melhodes directes. Dans ce qui suit, je considere un cas parti- 
culierement inleressant, oil les coefficients sont fournis par des equa- 
tions lineaires donl la formation est tres simple. Je demontre plus loin, 
du reste, que les autres cas ne sont pas essenliellement distincts de 
colui-la. 

Admetlons que les racines de cliacun des groupes relalifs a Tun 
quelconque des points singuliers forment une progression arilhme- 
lique ayant pour raison Tunile telle que r, r-i-i, ..., / -+-/i — i. 
(]ette hypotbese exclut, comme Ton voit, I'exislence de poinis singu- 
liers apparents pour I'equation (i), car une transformation lelle que 
Y = (.r — ayu les ramenerait a des poinis ordinaires. Si la condition 
precedenlc est salisfaile pour tons les poinis singuliers de I'equa- 
lion 0), y compris le point x = ac, nous allons voir que la determina- 
tion des coefficients S' fera au moyen d'equations du premier degre. Je 
m'appuierai pour cela sur le tbeoreme suivant, quej'ai demontre dans 
le Iravail dejii cite {Annales de lEcole Normale, 2*^ serie, t. XII, p. a65). 

Pour quune equation differentielle Iineaire d*ordre m adrnette une in- 
tegrale holomorphe dans le domaine du point a, la valeur de cette 
integrate et de ses p — i premieres detivees pom^ant etre prises arbitraire- 
ment pour x =za, ilfaut et il suffit quelle soit de la fonne 

(fP^^ y 



ft.t'f* 



d'* V 

^M Qa* •••» Qm ^'V«/'/ des fonctions holomorphesdex dans le domaine du 
/wint a, et que r equation 

yir) -: {r—ji)„,{r — m-\-i) — Oi(^')(/* —/>)...( r — /// -h 2),..— Q"'-P(a) — i) 
n* adrnette pour raeine aucun nombre entier positif superieura p — i. 
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Remarquons qu'une inlegrale holomorphe dont la valeur est arbi- 
traire, ainsi que eelles de ses /? — i premieres derivees, pour x=z a, 
equivaulen realite a/? integrales holomorphes lineairement distinctes 
apparlenant respeclivement aux exposanls o, i , 2, ...,/> — i . L'equa- 
lion (p(r) = o n'est autre chose que I'equation determinanle fonda- 
mentale relative au point x = a quand on a divise le premier membre 
par le produit r{r— i)...(r — />-f- 1). La seconde condition sera done 
satisfaite si celle equation n'admet pas d'autre racine entiere. 

Pour qu'une equation lineaire d'ordre m admelle dans le domaine 
du point a une integrale de la forme 

oil P(a? — a) designe une serie convergente ordonnee suivant les puis- 
sances croissantes de ^ — a, dont les p premiers coefficients sont 
arbitraires, il faudra qu'en faisant la transformation 

y — {x — ayu, 

Tequation en w soit de la mcme forme que Tequation (7). Cetle 
condition sera sufTisante pourvu que Tequalion determinanle rela- 
tive au point a n'ait pas d'autre racine faisant parlie du groupe 
r, r-h I, ...,/•-!-/> — r. Si le point critique coincide avec le point 

a? = -7 = Qo , on commencera par le ramener a Torigine en posant 

1 

x=-. 

6. Le probleme de Riemann generalise pourra alors etre pose 
comme il suit- Considerons un systeme de m fonctions j,, ja* •• •» v^ 
d*une variable x^ assujetties aux conditions suivantes: 

I® Chacune de ces fonctions est holomorphe dans le voisinage de 
loute valeur de x, sauf dans le voisinage des points a|,a2» • • • «p-i»Qc; 

2** Quand on fait decrire a la variable x un chemin ferme quelconque, 
ne passant par aucun des points critiques, les valeurs finales de nos 
fonctions sont liees aux valeurs iniliales par des relations lineaires et 
homogenes a coefficients constants ; 

3^ Dans le domaine du point singulier a,(i = 1, 2, ...,p) on a m 
branches lineairement independantes qui se parlagent en X, groupes, 
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comprenant respectivement m'l\ //i!/ , . . ., m^^ fonclions. Les branches 
(lu X*"*'"*^ groupe sont de la forme 

ou Pa(j^ — «i) represeiile une serie convergenle ordonnee suivantles 
puissances positives et croissanles de ^r — fjf/, les //^j^" premiers coeffi- 
cients pouvant elre pris arbilrairement ; aucun des nombres r/.^ — a^/' 

n'est un nombre entier. Dans cet enonce on devra remplacer x — -xi 

I 
par - • 

V Les nombres m'^' verifient les equations (3) et (4)» et entre les 
exposants r^^^ on a la relation 

1=1 A = 1 

II existe, en general, un systemedefonctions jsatisfaisant a ces con- 
ditions, et ce systeuieest unique, en ne regardant pas comme distincts 
les systemes obtenus en prenant des combinaisons lineaires et homo- 
genes des premieres fonctions. 

Les fonclions Vi, j^, ..., v^* si elles existent, forment evidemmenl 
un systeme fondauiental d*integrales d*une equation lineaire d'ordre m 
a coefficients rationnels de la forme (i). Cette equation ne pourra 
presenter comme points singuliers, outre les points a,, a^, ..., a^, que 
des points singuliers apparents. Supposons qu'eile admette q points 
singuliers apparents; la somme des racines des equations determi- 

nantes relatives a ces points sera forcement superieure a q— 

En designant par liR cette somme, on aura 



'.i 



(to) iU>7 

La relation (2) nous donne alors 



•A 



(..) 2R^^^[m!^^l;!^-^'-^ 



•2 



,^1 A=l 
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relation incompatihle avec la relation donnee (9) el Tinegalite (10). 
On aura done q = o ol requation cherehee sera exactemenl de la 
forme (i). 

Considerons d'abord un point singulier a^ a distance finie ; pour 
qu'il exisle dans le domaine de ce point un groupe de m^^^ integrates 

de la forme (itr— ayk'Pf,(x -«/), il faudra, comme on Ta vu tout a 

riieure, qu'en posant j = (a? — rt/^w/, la nouvelle equation en wail la 
forme (7), ou p = m^l\ Or, quand on fiiit celle transformation dans I'e- 
quation(i), on oblient une equation de memo forme 

oil Fp*:,, Fi,y_,j, ..., Fl,J/p_j) sont des polynomes entiers en x d'un degre 
marque par leur indice, qui s'exprimenl lineairement au moyen des 
polynomes Fp.o, ..., F,„p_2) et de quanlites connues. 11 faudra done 

que Fi^p_j,(^) soit divisible par (.r — fl/y'i!', le polynome precedent 

par (x — a)'"*"*, . . . et enfin F),,_^/'^, par (r — a,). II en resulle, pour 

les coefficients de Tequation (i), un nombre de relations egal a 

^^^ * J et ccs relations sont lineaires par rapport aux coefficients 

inconnus. 

Pour le point x- = -7 = oc, on posera d'abord x = -; les coefficients 

de I'equation en t sont des fonctions lineaires des coefficients de la 
premiere, et la conclusion s'applique encore a ce cas. 

Ainsi, si les equations (3), (4)et (9) sontverifiees par les nombres 
nil'' el r^l\ les coefficients inconnus de requation (i) seront determines par 
un sy Sterne d equations Uneaires en nombre egal a celui de ces coefficients. 

7. Nous pouvonsconclurede la qu'en general le probleme admettra 
une solution el une seule ; dans cbaque cas parliculier que Ton voudra 
etudier, on pourra elTectuer le calcul des coefficients sans etre jamais 
arrete par la resolution d'une equation algebrique. Les seulscas sin- 
guliers que Ton pourra rencontrer sont ceux qui se presentent norma- 
lement dans la resolution d*un systeme de n equations lineaires a un 
nombre egal d'inconnues. 11 parait evident, d'apres la nature de la 
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question, qu*il ne pourra y avoir indetermination, au moins si on 
laisse aux paramelres resles arbilraires, tels que les «/ el les rj^'\ toule 
leiir generalile. Mais il pourra y avoir incompatibilile. Je vais en 
(lonner un exemple, qui nous fournira en meme temps une relation 
d'inegalile importante que doivenl verifier les nombres/w]^' . Soil M, le 
plus grand des n ombres //?;'', ..., my\ et M,,M2, ..., Mp les nombres 
analogues pour les p points critiques. Supposons, ce que Ton peul lou- 
jours faire, qu'aucun de ces nombres n'est inferieur a Mp et posons 









les equations precedentes seront ineompatibles toutes les fois que dk 
sera plus grand que m(p — 2). En effet, par une transformation deja 
employee plusieurs fois, on pourra supposer que Tequation (i)admet 
une integrate holomorphe dans le domaine du point a; =a/, la valeur 
de celte inlcgrale et de ses M,— i premieres derivees pouvant eire 
prise arbitrairement pour ao = a,. Le coefficient de y devra done etre 

divisible par le produit TT (a? — a,)^', c'est-a-dire par un polynome 



1=1 



de degre OIL, Commece coefficient est de degre m(p — 2), il sera iden- 
tiquement nul. II suit de la que Tequation delerminante relative au 
point X) devra admettre une racine nulle au moins et, si cette condi- 
tion est remplie, Tequation (1) ne sera pas completement determinee. 
Cest ainsi que, parmi les solutions donnees plus liaut pour les equa- 
tions (3) et (4) dans le cas oil m = 4» on devra exclure la qua- 
trieme. 

Si, pour un systeme de valeurs altribuees aux nombres m, p, ml\ les 
equations (3) et (4) sont verifiees et si les equations lineaires qui de- 
terminenl les coefficients n'offrent ni incompatibilite ni indetermina- 
tion, on aura un type d'equations lineaires d'ordre m ayant p points 
critiques, analogue a Tequation du second ordre qui admetpour inte- 
grale la seriebypergeometrique de Gauss. On aura dans ce type, comme 

parametres arbitraires, les p — i points critiques a,, a^? •••.^p-i et les 
exposants/^/' assujettis a verifier la relation (9) ; Ic nombre total de ces 
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parametres sera done 



i = p 



1 = 1 



On pent, sans diminuer la generalile, supposer a, = o, aj—i, 
r^j = o(« = I, 2, ..., p — i), ce qui diminue lenombre des arbilraires 
dep 4- I unites. Le nombre total des parametres contenus dans ce lype 
sera done egal a 



* = i 



ou au nombre des groupes (Pinlegrales diminue de trois unites. Je 
remarque que les fonctions de M. Pocbammer et les fonctions hyper- 
geometriquesd'ordresuperieur sont des integralesd'equationslineaires 
qui constituent des types particuliers de cetle espece. Pour chacun 
d'eux, Ic nombre des parametres arbilraires est im — r . 

8. Pour en finir avec les generalites, je demontrerai maintenant une 
propriete importanie du groupede ces equations. Supposons que Ton 
ait obtenu un type d'equalions, tel que ceux que nous v^nons de de- 
finir, et laissons aux parametres qui entrent dans cette equation toute 
leur generalite, de sorte que Ton pourra ecarter toute relation alge- 
brique ou transcendante qui ne serait pas une consequence des condi- 
tions deja etablies. En particulier, nous ecarterons les cas singuliers 
oil {'equation ne serait pas irreductible. Cela pose, je dis que la 
recherche du groupe de Tequation se rameneades calculs algebriques. 
Pour fixer les idees, supposons tons les points singuliers de Tequation 
a distance finie, de fagon que Tintegrale generate soil uniforme et 
continue dans le domaine du point x = cc. Dans le voisinage du point 
X = Ui^ on a m integrates lineairement dislinctesy", y^\ --My,^ 
qui se parlagent en X, groupes; les integrates d'un meme groupe sonl 
multipliees par lefacteur 

lorsque x decrit un lacet dans le sens direct autour du point x = a^. 
Par chaque point critique menons une coupure s'etendant jusqu'a Tin- 
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fini, clc hqon (|ue deux de ces coupures ne se croisent pas enlre elles ; 
loutesles integrales v^^deviennent, grace a ces coupures, des fonctions 
nniformes de la variable dans toule Tetendue du plan. Cela fail, enlre 
les p syslemes d'inlegralos, on a p — i syslemes de relations lineaires et 
homogenes que j*ecris sous la forme suivante : 

(i3) {^' - '•^' ^ '- ' ^'"^ '''•^'"' } (r = 2, 3, ...,p); 

» 

v(n — /•/) ..(/) _, ni)yM) _, _. /(i)^{i) 

le nombre lolal des coefficienls constants «, i, . . ., / est /w^(p — i). II 
est evident que le groupe de ['equation ne depend que de ces coeffi- 
cients et desmultiplicateurs coj^.. 

Soit Y,, Y^, .-.» Yrt un groupe de n integrales lineairement inde- 
p(;ndantes ayant un meine mullipiicateur co dans le voisinage d'un 
quelconque des points singuliers a. Si Ton pose 

( Y,= «\''^Z,-+-a<,'»'Z,4-...4-«5rZ,„ 

oil les a^' sont des coefficients constants arbitraires dont le delermi- 
nant est different de zero, il est clair que les n integrales Z,, Z^ ...» Z^ 
sont encore lineairement indepcndantes et qu'elles auront le meme 
multiplicateur dans le domaine du point a; = a que les integrales Y. 
Concevons que Ton fasse une transformation semblable pour tous les 
groupcs d'integrales de Tequalion. Les relations (i3) seront rempla- 
cees par des relations de meme forme 

-d) — id) -(/) _. All) -(/; _, _, A (/) ^(*- 

-ii)_ i>{i' ^(/)_, n(/) -(/•)_. _i n(0^f/) 

/ .(1) — f (0 -(1). I (/■) -(')_• -t-P'»^('' 

rintcgrale s'/' ayant le meme mullipiicateur que rinlegralejJJ* dansle 
domaine du point singuliera,. 11 est clair encore que le groupe de I'e- 
quation ne depend que des multiplicateurs w^'' et des m^(p — i) coeffi- 
cients A, B, C, ..., L. Or ces coefficients A, B, C, ..., L dependent 
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eux-memes des (p — i)m^ coefficients a, b, c, . . ., lei des coefficienLs 
a5^'^ des substitutions (i4)» qui sont arbitraires. Soil N le nombre de 
ces coefficients ; on a immediatement 

I = 1 Ar = 1 

On pourra disposer de ces N coefficients indelermines, de fagon a 
etablir entre les coefficients A, B, C, . . ., L, N — i relations algebri- 
ques arbitraires, pourvu, bien enlendu, qu'elles ne soient pas incom- 
patibles. [Onne peut prendre que N — i relations et non pas N, a cause 
de rhomogeneite des formules (i3), (i4)et(i5).] Par exemple, on 
pourra supposer que I'on a pris les ctf, de fagon que N — i des coeffi- 
cients A, B, C, ..., L, aient des valeurs determinecs. D'une maniere 
generale, quel que soit le systeme de relations que Ton adopte, 
les nouveaux coefficients A, B, G, . . ., L ne dependront que de 
(p— i)m^ — N4-1 parametres inconnus. D'apres la relation (5), cc 
nombre sera egal a 

(p — i)/w* — 2 — w*'(p — 2) -i- I =1 m' — I ; 

les formules (i5) ainsi preparees ne contiendront plus quern' — i in- 
connues. Pour trouver ces m^ — i inconnues, nous n'avons plus qu'a 
ecrire que tout circuit enveloppant tons les points critiques ramene 
chaque integrate a sa valeur initiale. On obtient ainsi m^ equations nou- 
vellesqui se reduisent a /w^ — i equations dislinctes, en vertu de la 
relation (9); le nombre des equations nouvelles est precisement le 
memo que celui des inconnues restantes. II pourrait se faire que ces 
m^ — i equations fussent incompatibles; mais cela prouverait simple- 
ment qu'on a mal choisi les N — 1 relations algebriques introduites plus 
baut, par exemple qu'on en a pris une incompatible avec les der- 
nieres. En definitive, on voit que Ton sera ramene a des calculs algebri- 
ques, et les seules quantites connues qui figurent dans le calcul sont les 
multiplicateurs co. Done, les coefficients des substitutions fondcunentales 
du groupe de F equation sont desfonctions algebriques des multiplicateurs. 
Dans le Memoire deja cite plusieurs fois sur les series hypergeome- 
Iriques d'ordre superieur, j'ai determine le groupe par un procedc qui 
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pcutetre considere comme unc application ile la melliode generaleci- 
(lessus. D'un autre cole, M. PicanI a ohtenu le groupe de Tequalion du 
troisieme ordre deM. Pochammer en partant de Texpression des inle- 
^Vl^\essin fnoy en d'\u[egv^\csdiiRn\es(BuUetindes Sciences maihemal^ 
1 885), et sa nielhode s'applique a I'equation generale de celle espece. 
Dans ccs deux cas, les coefficients des substitutions fondamentales du 
groupe sont des fonctions mtionnelles des multiplicateurs. II en est de 
nieme pour Texemple que je traite plus loin comme application de la 
metliode qui vient d'etre exposee. On est ainsi conduit a se demander 
si celte propriete neserait pas generale, 11 suffirait cvidemment de faire 
voir que les coefticients des substitutions fondamentales sont des fonc- 
tions uniformes des multiplicateurs, quand on choisit convenablement 
le systeme fondamcntal d'integrales. Je n*ai pu jusqu'ici le demontrer 
on loute rigueur. 

9. Quoi qu'il en suit, on deduit de ce qui precede plusieurs conse- 
quences digues d attention : 

i^ Quand on augmente ou qu*on diminue les nombres rj^' de nombres 
entiers quelconques, sans changer les points critiques, les multiplica- 
teurs ii>^l! ne cliangent pas. Done toutes les equations ainsi obtenues ap- 
partiennent a un nombrey?/ii de classes. 

7? Prenons une equation de la forme plus generale consideree aux 
n""* 3 et 4. Tout ce qui a ete dit sur le groupe s'applique mot pour mot 
a ces equations. II sera done possible, en general, de former une equa- 
tion de la forme moins generale consideree du n^ 5, ayant les memes 
points singuliers, les memes multiplicateurs et le meme groupe. Ces 
deux equations seront par consequent de la meme classe, et Pintegrale 
generale de la premiere sera une fonction lineaire et homogene a coef- 
ficients rationnels de Tintegrale generale de la seconde et de ses//«— i 
premieres derivees. 

3** Les considerations employees au numero precedent permettent 
de se rendre compte bien aisement de la condition trouvee plus haut 
(no?) 

Ml 5m(p — a). 



1 



i-\ 
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Supposons, en effel, que le premier meiribre de celle inegalite soil 
siiperieur n /w(p — a) et supposons rtp = co; parmi les inlegralesy/', 
X%' . .,yl,l que nous avons considerees,il en exislera plus de/w(p — 2) 
qui anront un multiplicateur egal a Tunile dans le domaine du point 
critique correspondant; il en existera done moin^ de m ayant un mul- 
tiplicateur different de Tunile. Cela pose, soit Y,, Yj, . . ., Y,„ un sys- 
teme fondamenlal queleonque. Dans le voisinage du point critique a,, 
on aura des relations de la forme 

{Asm 

Pour que I'integrale 

soil uniforme dans le domaine du point critique a/, il faudra que ie 
coefficient de toute integrate non uniforme yj;[' soil nul dans le second 
membre. Si Ton veut de meme que Tinlegrale precedente soil uniforme 
dans le voisinage de tons les points critiques a distance finie, on a, 
pour delerniiner X,, Xj, . . ., X,„, unsysteme d*equations lineaires el lio- 
mogenes, comprenanl au plus m — i equations. II sera done possible 
de satisfaire a ces equations par des valeurs de X,, Xj, ...» X;„ qui ne 
seront pas toutes nulles, etl'equation differentielle admettrait une in- 
legrale uniforme dans toute Telendue du plan et differente de zero; 
d*ou Ton deduil la meme conclusion que plus haut. 

10. Les deux types d'equations du troisieme ordre correspondant 
aux deux solutions trouvees* plus baut sont deja connus. Des sept solu- 
tions que Ton a trouvees plus baut pourm = 4» onadeja vu que la qua- 
trieme devait etreecartee. Les types correspondant a la premiere, a la 
cinquieme el a la septieme solution sont connus. La premiere solution 
donneune equation bypergeomelriquedu quatrieme ordre, la septieme 
fournit Tequation de M. Pocbammer pour /w = 4. Enfin, a la cinquieme 
correspond une equation que j'ai deja signalee anterieurement (Comptes 
rendus, 1882) et a laquelle se ratlacbent les series bypergeometriques 
de deux variables Fj el FjdeM. Appell.II reste a examiner ladeuxieme, 
la troisieme et.la sixieme solution. 
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ic considere (rabord la deuxieme solution. L'equalion difTerentielle 
rorrespondanic aura les poinls singuliers o, i, ooavcc les exposantsde 
disconlinuile ci-dessous : 

I'our ./ — o o, I, I — ^i, I • - If-i, 

I) .r ---1 I o, I , H, H -h I , 

I 
n ./• izz — ; n: X rti, a», a,, a^. 

On a 

,. I -4-^1 4- ^s— nr, — aj— era— ^i 
l\ = > 

2 

el Ton suppose quaucun des nombres 6|, bo, b^—b.^, R, a^— a^, 
ri| — ag, ... n'esl 6gal a un nombre enlier. Celle equation sera de la 
forme 

^ \ -+-(Ga'»-D.r-+-E)y-+-(F.r--G)y-hH7zi:o. 

On d^lermine immedialement les coefficienls A, B, C, E, F, H en 
eerivant que les equations determinantes pour cr = o et pour ^ = x 
ont les valeurs precedenles. On Irouve ainsi 

A =6 H- ^1"+- a^-h fla-i- flr^, C = 7 -f- Z^la^ H- la^Qf, 

F=:i I -i- iflTj -f- 2^,^2 4- ^axO^a^y ll=:flria,flr,flr4, 

Bi=:3 -f ^,-4- />i, E = n- ft, -+- ftj-+- ftjftj. 

Pour Irouver les deux aulres coefficienls D et G, nous n'avons qu'a 
faire la transformation 

Tequation en z sera 

-H rr>B(R - i)x» 4- 3 R(Ax - B).r 4- C.r*— Dx 4-E](.r - i)' 3" 

^'^^ \ -^[ _^2U(C.r'-Dx4-E)4-(F.r-ri)(.r-i)J^-'^ '^" 

rR(B - I) (R - 2) (R — 3).r=-+- B(R _ ,) (R — 2) ( A.r - \\)x \ _ 

^1. 4-R(R-i)(Ca7»-I).r4-E)4-R(Fa'-G)(.r-i)4-n(.r-i)«J''""*'' 

Le coefficient de z' devra etre divisible par r — i et celui de z par 
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(.r — 1)^, ce qui fournil les trois relations 

(R — 2)(R-3) + (R-2)(A — B)-i-C-!)-+-E-o, 
'.i(R — i)(R — 2)CR — 3)4-(R-i)(R-2){2A-B)-h(H-i)(2C— D)-+-F— Grro, 
4(R — i) ( R — 2) + 3(R — I) ( A — B) -h 2(C — I) -4- E) r= o. 

De la premiere, on lire 

D = E 4- C 4- (R - 2) (R - 3) -h (R - 2) (A - B) 

Oil, en remarquanl que R= » 

D=:E-t-C-(R-i)(R-2), 

el cette valeur de D verifie aussi la troisieme equation. De la deuxienie, 

on lire 

G=iF-4-(R-i)(R — 2)(A — B)-h(R-i)(2C-I)). . 

Si Ton suppose b^ = ^, 63 = f, a, -h a^-f- ag-t- ^4 = i.on auraR = ^, 
el les coefficients auront les valeurs suivanles : 

A -7, Bi=4, E=i\^, C = 7-h32r?,-+-iia,a„ 

OD 2 72 

L'equation ainsi obtenue, qui n'est qu'un cas tres particulier de la 
precedente, puisqu*elle ne contient que trois parametres arbitrairesau 
lieu de six, avait deja ete rencontree par M. Brioscbi dans ses recber- 
cbes sur la transformation du septieme ordre des fonctions elliptiques 
(Annali di Matematica, 2* serie, t, XII, p. 65; Malhematische Annalen, 
Band 26, p. io8). 

Dans le domaine du point a? = o, Tequation (16) admet deux inle- 
grales distinctes bolomorphes. En cberchant une serie 

/ — Co -+- C, J7 4- dx^-\-. . . 4- Cn^"" 4- . . . 

satisfaisant formellement a cette equation, on est conduit a une rela- 
tion de recurrence entre trois coefficients consecutifs 

(/I 4-1) (n 4- 2)[n(/l— -l) 4-Bn4-E]C„4., 
(18) { — (/I 4- I ) [2 n (/I — I ) (/I — 2) 4- ( A 4- B) n (/I — I ) -h D w 4- G] C/H-i 

4- [/I (n — I ) (/I — 2) (/I — 3) 4- A /I (n — I ) (/I — 2) 4- C n (/I — I ) 4- F n 4- II] C« ^ o. 
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Celle relation determine tons les coefficients successifs on fonction 
(les deux premiers C^ et C, qui reslent arbilraires. Je designerai cette 
seric par 

^"f (Co, C|, a,, a^y r/j, a^, b^y h^, .r), 

el je poserai 

J(i,o, a,, ^2,^13, a^y A,, ^„ x) =.^,(a,, <7„ a,, o^, ^,, h^yX), 
ff(o, I, fl'i, flTj, flf„ rt4, ^1, ftj, a:)i=.f,(aj, a,, flr„ a*, A,, 6„ :r), 

Si, dans Tequalion (i6), on fait la transformation 

■'equation en z sera de la meme forme que la premiere; les quaniites 
«f.«2, «3» «4 seronl remplacees respectivement par a, 4- R, rta-hR, 
a^ -h R-, a^ 4- R. 

L*equation (16) admet done aussi les deux integrates 

(i— x)^S^{ax-\- R, a^ \- R, ^3 -t-R, «* 4- R, ^j, ^1, ^')> 
(i — x)'^rf,(r?i-h R, flTj-h R, as -H R, rtv -+- R, bub^yx). 

Comme Tequation (16) n'admet que deux integrales holomorphes 
distinctes dans le domaine du point a? == o, on aura des relations de la 
forme 

-f , («,,«„ ^3, ^4, ^1, ^„ .r) — C, ( I — x)" rT, (rt, -h R, a, -h- R, a, -f- R, flr^ -+- R, ^1, ^1, x) 

-\-Ct{\ — x)^ ^, (rt, -H R, a, -h R, ffj -h R, a* -H R, /'„ 6„ a:), 

« 

•^i(»i.«j,«j,^4»^i,^i,^) = Cj(i — a:)*rfi(a, -hR,a,-f-R,a5-hR,fl4-+-R,6,,^„d:) 

4- C4 ( I — x)^ ^5 (a, -h R, flf, 4- R, nr, -h R, ^4 4- R, 61, ^1, ^). 

On trouYc bien facilement qu'ii faut prendre 

C,=:l, C,= R, Cjn-O, C4=r. 

H. Pour montrerque lamelhodeprecedenle pour trouverle groupe 
n'est point impraticable, je vais Tappliquer a cette equation, en me 
bornant d'ailleurs au cas general ou on la suppose irreductible. 

Soient 91, 92, 9,, 94 les quatre integrales lineairement indepen- 
dantes qui se comportent d'une maniere simple dans le domaine du 
point ic= o, de lelle sorle qu'en designnnt par {y)a ce que devient j 
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quand on fait decrire a la variable ud lacet dans le sens direct autour 
du point X = a, on ait 

(91)0 = 9i> (92)0= 92> (9s)o=«i93> (9*)o=w,94, 
oil 

Soientde meme 4*1 » 4*2' 4'3» 4*4 '^^ quatre integrales lioeairement in- 
dependantes qui so comportentd'une maniere simple dans le voisinage 
du point a? = I, de telle sorte qu'on ait 

oil _ 

Considerons les lignes droites indefinies — ao...o, -+-i...-hao 
comme des coupures; les fonclions (p et ^ deviennent uniformes dans 
toute I'etendue du plan, et Ton a entre ces integrales des relations de 

la forme 

9i = «! ^1 -^ Pi ^j ■+■ yi +3 -+- ^1 i'*, 

^ 9,= a3^,-hPj^,-hy3+j-+-*8^4, 

?4 = a4^1 4- Pi ^J + 74 +8 -+- ^4 lj^4, 

que Ton peut aussi mettre sous la forme suivante : 



(20) 



+. 




«i9i 


-+- 


p; 


?i 


+ 


/. 


9* 


+ 


^'1 


94> 


I« 




«i9i 


-f- 


p; 


;<?« 


4- 


t 


■?« 


-f- 


*'. 


?». 


'J'a 




a'a?! 


4- 


p; 


?t 


-t- 


y. 


9. 


4- 


^'» 


?*. 


I* 




«4?1 


-f- 


p; 


?« 


-t- 


y\ 


?4 


+ 


5; 


?»• 



Nous pouvons prendre, pour former un sysleme fondamental, les 
quatre integrales 91, <p2» 4*' 42« S'il existait, en effet, entre ces quatre 
integrales une relation lineaire, telle que 

Tintegrale 

serait uniforme dans toute Tetendue du plan et Tequation (16) ne se- 
rait pas irreductible, contrairement a Tliypothese. On voit immediate- 

jinn, de i'Ac, Normale, 3* Scrie. Tome III. — Avril i8S6. 17 
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nienl, pour la meme raison, que Yi^i""T2^i "^ P^"^ ^^^® ^^^' Les 
equations (20) donnent alois 

y'j'^i - y'l +« = («i yi— «iy'i)?t -+- (P'r/j - !^jyi)?i+ (^1 yi — y'l ^i)?*- 

Les integrales S/^i — S',^:^, y'^^'i — y\'W sont holomorphes dans Ic 
domaine du point a: = i el lineairement indcpendantes. On peul done 
supposer qu'on a pris pour 4*1 et 4*8 ces inlegrales elles-memes, el I'on 
peul de meme remplacer (fiSj— Ta^'i)?^ par 9, et (S'.Y'a — yW'a)?* 
par 94. Les deux premieres des relations (20) peuvenl alors s*ecrire 

I ^1 = Ao,-f-B9,-h9„ 
f ^t=C9, -t-D9,-h9^, 

sans que cetle subslitulion ait change la forme des relalions (19). On 
voit de meme que le determinant a, ^2 — ^2 ?i est different de zero, et 
Ton peul ecrire 

les inlegrales q'"~ o* > ^«?«-^^i?« g^j^j dislinctes et holomorphes 

poura?==o. On peul done supposer qu*on les a prises pour les fonc- 
tions 9, et 9^ elles-memes, ce qui ne change pas la forme des rela- 
tions (21), et Ton aura 

9, = ']/i-f-A''|,-4-B'ij;i, 

On voit de la meme facjon que A'D'~ B'C ne pourra etre nul; les 
deux integrales A'^a-f-B'^^, C''>|;3 -f- D''}^ seronl dislinctes et auront 
le meme multiplicaleur Q dans le domaine du point x = i. On pent 
done supposer qu'on les a prises pour 4, el 4*4 et les equations prece- 
dentes s'ecriront 

(23) j9, = 4;,H-+„ 

( ?i = 'J^i -+■+*. 
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En definitive, en choisissantconvenablement les integrates, les rela- 
tions lineaires entre ces integrales seront donnees par des formules de 
la forme (21) et (22). II est facile de voir qu'aucun des coefficients B 
et C ne pent etre nul, toujours en supposant Tequation irrednclible. Si 
Ton avait, par exemple, B = o, les relations 

ij;, = A 9, H- 9s, 9, = ij^^ -f- ^^ 

montrent que 4*1 ^t ^« formeraienl uu syslenie fondamental d'inte- 
grales d'une equation lineaire du second ordre a coefficients uniformes. 
On pourra alors supposerB = i; il n'y a pour cela qu'a changer (pi, ^,, 
^3, ^, en B0|, B4'«> Bcpg, B'j'a respeclivement. 

Cela pose, il est facile d'avoir les substitutions fondamentaies du 
groupe de Tequation. En efTet, lorsque la variable x decrit un lacet 
dans le sens direct autour du point a? = i , on a 

On trouve de meme 

(9j), = 129, -f-(i — flt)^i, 
(^i)o=:coi^i-+-(i — co,)(A9,+ B9,), 
(^,)o=«i^i-+-(i — c^i)(C9i-^I>?«)^ 

de sorle que les substitutions fondamentaies sont les suivantes : 



I 



I 



(?i)o~9i» 

(9t)o— 92» 

(^j)ozziwi^i-+-(i — Wi)(A9,-hB9,), 

(^|;,)o =: 0),^]^,+ (I — W,) (G9, -+- D9,); 

(9,)i=Ja9i4-(i — ^)4'i» 
(9,)i = ^9i-i-(i — ^)+i» 



Pour que le groupe soit completement determine, il nous suffit de 
connailre les coefficients A, B, C, D. Pour trouver ces coefficients, con- 
siderons la substitution auxiliaire 2, So; c'est celle que subissent les 
qualre integrales lorsque la variable decrit dans le sens direct un con- 
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ft 

tour ferme, renfermanta son inlerieur les points o el i. On trouve im- 
mediatement qu'apres un pareil chemin Pintegrale 

oil A, a, V, z sent des constantes quelconques, se change en lanouvelle 
inlegrale 

[>.£24-X(i — £2)(i — oj,)A-+-v(i — ot>i)A-hfx(i — £2)(i— o),)C-up(i— r„,)(:]o, 
-T-[fjLi2H-).(i — £2)(i — Wi)B-+-v(i — &),)B-t-fx(i — £>)(! — o)j)r)-hp(i — '.^O^Joi 

Cherchons a determiner X, tx, v, p, de fagon que I'integrale consideree 
se reproduise, a un facteur constant pres S, lorsque la variable decrit 
le contour precedent. On aura les quatre equations 

A[0 - S -h (I -il) (i-o),)A] -i- fx(i - 12) (I - a,,)C 

-+- V ( I — 0)1 ) A 4- p ( I — 'j>j ) (] ^ o, 

>.(i — 12)(i — o),)B-+-pL[12— Sh-(i — 12)(i— (.,,)D]-t-v(i— M,)B-f-p(i— o)j)I) = o, 
>.(i — 12)(.),-i- v(oj, — S) = o, 
fjL(i — 12)ci>,-t-p(fi)i — S) =1 o. 

L'elimination de A, a, v, p conduit, apres quelques reductions fa- 
ciles, a Tequation suivante pour determiner S : 

'/(S)^(^-S)'('^>i-S)(o),-S) 

\ -H(£2— S)(i— 12)S(w, — S)(i — w,)I) 

-^(i-i2)'S»(r.),— i)(o),~i)(AD — HC) 
-+-(i — 12) S(a), — S)(12 — S) ((.>,— I) A =o. 

D'un autre cote, cette equation doit admettre pour racines lesquan- 
tites CO,, coj, a>3, o)\. 



et Ton aura identiquement 

(24) /(S) = (s - 0)', ) (S - 0)', ) (s - o)',) (S - co;). 



• « 
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En egalant les termes constants des deux membres, on parvient a la 
relation 

r\9 11*1 

qui est satisfaite, comme on le voit, en remplagant les lettres co, od', li 
par leursvaleurs. Si, dansridentile(24), on fait suecessivement S = Q, 
S =0),, S = CO5, on a les trois equations 

(12 — a)',)(£2— a);)(i2-w;)(a— w;) = £2^(i — i2)*(i-coO(i-c.)2)(AI)-BC),< 

(W,— w',)(Gt)|— w',(Wi— w'3)(gJ,— w'J 

= (k)J(i — £2)«(i— a),)(i — &),)(AD — BC)-l- w, (i - £2)(w,— o),)(^— w,)(i — a),)A, 
= 0)^(1 — £2)«(i — o),)(i_a),)(AD — BC)H-w,(i — £2)(a),— (.)j)(i2— w,)(i — o),)I). 

On en tire A, D, AD — BC et par suite BC. Nous avons vu que Tun 
des coefficients B ou C pouvait etre pris a volonle ; sil'onprend par 
exempleB = i, on aura C, et les substitutions fondamentales 2o el 2, 
seront completemenl delerminees. Les coefficienls sont bien, comme 
on voil, des fonctions ra^io/i/i^/fei des multiplicateurs. 

12. Si Ton augmente les nombres a et 6 de nombres entiers quelcon- 
ques, les multiplicateurs co, to' ne changent pas, tandis que Q pent 
changer de signe simplement. On en deduit que toutes les equations 
du type (16), ainsi obtenues, appartiennent a r/ei^o? classes distinctes. 
Les cas oil Tequation (16) n'est pas irreduclible donnenl lieu a une 
discussion plus compliquee. II faut tenir compte, non seulement des 
multiplicateurs, mais des valeurs elles-memesdesexposants de discon- 
tinuite. 

Les substitutions fondamentales du groupe de Tequation, ramenees 
a leur forme canonique, sont de la forme 

Inversement, a tout groupe derive de deux substitutions de cette 
forme on pourra faire correspondre en general une infinite d'equa- 
tions dela forme (16). En particulier, si ce groupe est fini, on aura 
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une infinite d'equalions de ce type dont Tintegrale generale s'expri- 
mera au moyen de fonetions algebriques. 

13. Lc second type d'equations aura les Irois points singuliers 
o, 1 , 30, avec les exposants de discontinuile ei-apres : 



o. 


1, at, 


«' 


pour X o, 


0, 


I, P, 


P' 


pour X I, 


r, 


r-Hi. y, 


y' 


pour X X. 



On suppose qu'aucun des nombres a, a', p, P', a — a', {3 — fi', F — y, 
r — y', Y — y' n'est un nombre entier et Ton a de plus la relation 

L'equation sera de la forme 

( x^{.x — iyy''-h(\x--B)x{x — i)y' 
^^'^^ I -h(C^«-D^-hE)7*4-(F^— G)/4-H/ = o. 

On trouve immediatement 

B = 5 - a - «', 

E=: 4 — 2a — 2a'-h aa', 

A mio — (a -h a'-i- p 4- P'), 
C =z 3A — 1 1 4- yy'4-(y 4-y')(2r 4- I) 4- r(r 4- 1), 
F = 2 A — C - 6 4- yy'(ar 4- 1) 4- (y 4- y')r(r 4- 1), 
H = yyT(r4-i). 

Pour determiner G, nous ecrirons que, lorsqu'on substituek la place 
de y une serie de la forme 






les coefficients de a^ et de a, sont identiquement nuls. On trouve 
ainsi 

r(r4-i)(r-h2)(A-B)-r(r4-i)(2C-D)4-r(2r~G)-H:rro; 
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cJ'oii Ton (leduira G. Remarquons qu'en remplaQant H par sa valeur le 
facteur commun F disparaitra, de sorte que Ton pourra toujours en 
deduire G. 

La derniere equation du qualrieme ordre, qu'il nous resle a former, 
sera de la forme 

( 3r(j^— 'i)«(a: — flr)V^H-(A^*-i-Ba:H-C)j?(j7 — Or'^ 
(26) ^ • 

Les exposanls de discontinuite seront respectivement 

o, I, 2, y pour X ^=zOy 

o, I, a, a -t- 1 » x^=iiy 3, d-+-i, 0' , 3'h-i pourj7=:oo. 

o, I, (3, P -H I » x^ia. 

On suppose qu*aucun des nombres a, p, y, 8 — 8' n'est egal a un 
nombre entier et que l*on a la relation 

2a-t-2p-i-y-f-2(5-f-2d'=i. 

Les coefficients A, B, C, ... se determinent de la meme maniere que 
plus haut, mais leurs expressions sont de plus en plus compliquees. 

14. La recherche des solutions convenables des equations (4) et (5) 
pent se formuler ainsi : « Former un Tableau rectangulaire de m co- 
lonnes horizonlales et de p lignes verticales, donl tons les elements 
soient des nombres entiers positifs ou nuls, de telle faQon que la 
somme des elements de chaque ligne soit egale k m et que la somme 
des carres de tous les elements soit egale a a -h m^(p —2). » 

Le probleme peutse decomposer en deux autres. Remarquons que 
la somme des carres des elements d'une meme ligne ne pourra depasser, 
d'aprfes une remarque deja faite, m^— 2^4-2. Supposons que la 
somme des elements de la i^*™* ligne soit egale am* — im 4- 2 — a,. 
Les nombres a,- devront verifier Tequation 

\ a,-^ 2(m — i)(/w 4-1 — p). 

Connaissant les solutions de eette equation, que Ton trouve imme- 
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(Iintement, on sera ramene a chercher les solutions en nombres entiers 
et positifs ou nuls de plusieurs systemes independants d'equations de 
la forme 



h =fn h-m 



\\h=m, \ X;, = M. 

A = 1 /i = 1 

si Ton veut former tous les syslemes de solutions correspondant a 
une valeur de m, il parait commode de former d'abord loutes les par- 
titions de m et la sommedes carres correspondant a cbacune d*elles. 
Une fois ce tableau forme, une simple inspection donnera facilement 
toutes les solutions convenables. 



SUR LE 



CHANGEMENT DE VARIABLES, 

Par M. E. MARCH AND, 

PROFESSEUR AU LYCEE DE CARCASSONNE. 



On peut reprochcr, a juste titrc, a la formule de Taylor de ne con- 
diiire simplement au developpement en serie que dans quelques cas 
particuliers qu'il est aussi facile de trailer directement. Ccla ne dimi- 
nue nulleinent son importance, la valeur d'un fornnule generale con- 
sistant plutot a nnontrerque tel problenie est resoluble qu'a le resoudre 
efTectivement avec le minimun) decalculs algebriques ou de construc- 
tions geometriques. 

L'utilite iheorique de la serie de Taylor est trop evidenle pour qu'il 
soit necessaire de s'attacher a la faire ressortir. Lagrange a montre 
pleinement tout le parti qu'on peut tirer du « developpement d'une 
fonction d'une variable lorsqu'on attribue un accroissement a cctte va- 
riable »• Quoiquesa demonstration de la (( ioi generale dece developpe- 
ment » soit reconnueinsuffisante, il n'en est pas moins vrai que, grace 
aux travaux de Cauchy et de ses successeurs, les proprietes des series 
entieres et inaptitude des fonctions analytiques a se preter a un pareil 
developpement servent de base a la theorie moderne des fonctions. II 
est inutile de rappeler que les proprietes si importantes du contact 
et de la courbure dans les courbes et les surfaces peuvent etre con- 
siderees comme de simples applications geometriques de la serie de 
Taylor. 

Hoene Wronski, le philosophe qui decouvrait le Principe absolu du 
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saK'oir et la Loi de creation (*), appveciait en ces termes la serie cle 
Lagrange qu'il faisait rentrer comme cas parliculier dans son Probleme 
unwersel{^) : « Celte loi est pour Lagrange ce que sont le binome de 
Newlon et le theoreme de Taylor pour leurs auteurs respectifs (•). » 

L'auteur de H Philosophic absolue(*) se devait a lui-meme d'obtenir 
la loi qui ^mhrasse toutes les autres lois des series comme un cas tres 
particulier de la Loi supreme de la Science des nombres (*), a propos de 
laquelie Lagrange, dans le compte rendu, conjointement avec Lacroix, 
du premier Memoire presente par Wronski a Tlnstitut, a signe cette 
decisive declaration : « Co qui a frappe vos Commissaires dans le Me- 
moire de M. Wronski, c'est qu'il tire de sa formule toutes celles que 
Ton connait pour le developpement des fonctions, et qu'elles n*en sont 
que des cas Ires particuliers ("). » La loi generale des series conduit 
facilement a la serie de Taylor, puisque « le cas en quelque sorte pri- 
mitifde la loi fondamentale des series est celui oil Taccroisscment est 
indefiniment petit et lorsque, par consequent, les differences devien- 
nenl des differenlielles (') ». 

II m'a paru interessant de constaterque Texpression des coefficients 
de la serie de Taylor obtenue dans cet ordre d'idees par Wronski, des 
iHia, en laissant indeterminee la variable independante, n'est autre 
chose que la formule generale relative au changement de cet^te variable. 

Ordinairement on se borne k indiquer le moyen de former les deri- 

vees successives -p> ^, ••• par un calcul deproche en procbe 

d* y (1x d^y — dy d}x 
^/.r* dx^ 



(') KncYclop^dle mathtfmatique ou c.vpoxUion complete de toutes les branches des Ma* 
thtfnuitiqttes, d'apres les principes de la philosoplue des Math^matiques de HoSnc 
H'ronskiy par A. S. de Montferrier. Amyot, 6dileur, I. Ill, p. {%'x. 

Gel OuvrageaysDl M la cause occasionnclle de.ce travail, je me bornerai dor^navaul it 
le designer par les abr^viations suivanles : J, S, 

(*) A, S., t III, p. 4oi. M. Gayley a donn^ une nouvelle d6monslralion du Probleme 
universel (Quarterly Journal, avrll iSyS). 

(^) A. S., I. in, p. 4o5 (P/iilosophie de rinfitU, p 98). 

(*)/#. .9., t. UI, p. 484. 

(») ^. .v., t. Ill, p. 358. 

(•) ^. .9., t. HI, p. 363. 

C^) A. s., t. m, p. 275. 
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Si cette marche devait etre regardee comme irreprochahle, il n'y aurait 
plus aucune raison pour preferer la formule du binome au triangle 
arithm^tique. 

La formule de Wronski, loute compliquee qu'elle paraisse au pre- 
mier abord, ne me semble done pas devoir etre rejetee, a condition 
qu*elle donne ires aiseinent les resultats rclatifs aux changements les 
plus simples. Sa longueur tient a ce que, pour avoir un determinant, 
on introduit beaucoup de termes qui ne snbsisteraient pas dans le de- 
veloppement. L'exemple bien connu de la multiplication des determi- 
nants justiBe amplement cette maniere de proceder par des applications 
tres varices et toutes remarquables, dont le nombre s^accroit de jour 
en jour. Je donnerai d'ailUurs, pour obtenir les coeflicients numeri- 
ques, une formule qui n'exige pas des calculs autres que ceux qu*on 
serait oblige d'effecluer pour developper la puissance m*^"^ d'un poly- 
ndme entier. Quant aux fonctions que Ton pent considerer comme suf- 
fisamment connues : 

^rncosj:, /!= tangle, 

J- fin arc cos ^, / == arc tangj^, 

je ferai voir que les changements de variable independanle auxquels 
elles donnenl naissance conduisent a des formules qu*on pent lirer 
directement des methodes generales. Je retrouverai tous les resultats 
connus actuellement, ainsi que certains autres qui ne me paraissent pai^ 
avoir ^te signales jusqu'ici. 

Ce qui precede suffit pour meltre en pleine lumiere Tidee qui m'a 
inspire. La route a suivre est des lors visible. Je commencerai par rap- 
peler dans rhislorique la demonstration de la loi generate des series de 
Wronski, ct je ferai voirqu'elle contient aisement d'aulres formules 
plus recentes. Ensuite je consacrerai trois Chapitres a Tapplication im- 
mediate de trois methodes generales qui se completent Tune Tautre, en 
choisissant pour chacune d'elies les exemples qui paraissent lui con- 
venir le mieux. 

Les cas traites suffiront, je Tespere, pour montrcr quel degre de 
clarte pent atleindre cette question dont la generalite est bien faite 
pour effrayer au debut. 
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Historique. 



1. Je copie textuellemcnt Tarticle publie par M. Abel Transon dans 
IkiS Noui^elles Annales de Mathematiques (p.3o5; 1874) sousce litre : Loi 
des series de Wronski; sa phoronomie. 

« La demonstration que Wronski a donnee, en 1812, de sa loi des 
series, dans la troisieme Note annex^e au Memoire sur la refutation de 
latheoiie des fonctions analyliquesy est, comme j'ai deja eu Toccasion 
de le dire, extremement simple; mais, parceque les premiers Ouvrages 
de Tauteur ne se trouvenl plus dans le commerce, je crois faire une 
chose utile en publiant ici cette demonstration 

» L'auteur avail demontre dans sa Philosophie des Mathematiques. 
publiee en 18 1 1, que la forme generate des series est la suivante : 

F(x) = Ao-i- Ai (p(a')»'54- A, (p(x)«'^-+- A, 9(^)"5-+-. . . , 

dans laquelle le symbole 

et il s'agissait, dans la Note de 181 2, de donner la formule du coefli- 
cient general A^. Ici je citerai textuellement Tauteur : 

« A cet effet, rappelons que la diflerence regressive d'une fonc- 
1) tion/(^) est Texces de cette fonction sur celle qui la precede dans 
)) Tordre de Taccroissement ^ de la variable, savoir 

A/(^)=/(^)-/(.r-?). 

» L'expression d'un ordre quelconque de ces differences, toujours 
» dans Tordre regressif, est 

1.2 ^ 1.2.3 '' 

» Appliquant cette formule a une fonctioa de la forme 
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)> on a 

» D'ailleurs, puisqu^on a en general 

» X etant un nombre quelconque, le facteur<p(^) se trouvera contenu 
« dans la faculte (f(x — X^)***'^ lorsque co sera plus grand que X et que, 
>» d'ailleurs, to et X seront des nombres entiers, ainsi que nous le sup- 
» poserons ici. Done le meme faeteur <f(oo) sera contenu dans tous les 
» lermes (i) de la difference ^y'(f(xy^^ lorsque co sera plus grand que a; 
» et, par consequent, en donnant a x la valeur qui reduit a zero le 
» facleur <p(^), on aura, dans le cas en question, la valeur 

(2) Al*<p(x)*^'5=rO. 

» Or la forme generale des series est 

(3) F(j?)=:Ao-+-Ai<p(j7)»'5h-.... 

» Prenant done des deux membres de cetle expression (3) les diffe- 
» rences des ordres regrcssifs i , 2, 3, 4> • • • ^t donnant ensuite a x la 
» valeur qui reduit a zero le faeteur 9(^), nous aurons, en vertu 
» de (2), 

\F{a:) z.= A,A9(^), 

A* F(^) = Ai A» cp(jc) -h Aj A* 9(^)»'^ 

(4) \ A^F(;r)=zA, A'9(a:)-f-A,A'9(^)>'^-hA3A'9(x)»'^ 
A*F(^)=z:A,A*9(x)-i- A,A*9(x)«'5-+-A3A*9(a:)»'^-hA4A*9(a-)*'^ 



» La premiere de ces equations donne immediatement A, = -r — -— --• 

•^ * ' A 9 ( ,/■ ) 

» En second lieu, puisque, en vertu de I'equation (2),ona A(f (^)-'^ = o, 
» les deux premieres des equations precedentes (4) sonf identiques 
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>» avec celles-ci : 

AF(x) — A, A9(j:) 4- A, A9(a7)«»^ 
A«F(a:)=iA, A«o(:r) -h A, A«9(\r)«'5, 

>» equations qui donnent imincdiatement 

^ ^ [A»9(.r)A'F(x)] (') 
" ' " [A»9(:r)A=9(;r)«'^] 

» En troisicmc lieu, observant qu*en vertu de la valeur generale o) 

on a 

A 9( jp)*'^ -=0, A 9(jf)*'^ =:o, A» 9( x)*'^ z= o, 

on verra que les Irois premieres equations sont identiques avec celles-ci : 

AF(j7)=iA, A9(.r) -f- A, A 9(x)^'5 -«- A, A 9(x»*'^ 
A«F(x)rzrA, A»9(:r)-T-A,A'9(^)«'^-h \,A«9(x)"^ 
A» F(x) = A, A» 9(^ ) -h A, A» 9( j:)*'^-4- A, A» ©( 4:>»'^ 

» equations qui donnent encore immediatement 

'■~'[A'9(^)A«9(:r)*'^A»9(x)»'5] 

» et, procedantde la meme nnaniere, on verra, non par induction, mais 
» par le principe nneme de la formation de cesquantites, qu*on aura, 
M en general, 

_ [A' 9(j-)A-9(j)» 'v ..At^-'9(>r)»^-">Ai*Fi x)] 
**■" [A»'9(x)A*9(x)"5./.Ai*-»9(^)i*-»=^A»*9lxV»^'^y 

» tx etant un indice quelconque. 

» De plus, ayant egard a la valeur de x dans celie expression du 
» coefficient general A^ et, par suite, a la valeur (2), on verra que la 
n somme combinaloire formant le denominnteur de A^,, que nous ve- 



(^M Le symbole [A^^lx) A* F(x)] d^signc 6videmment le determinant 

At <p( J-) A« F(x) — A» F(x) A« fp(x). 

II est curieux de constater ici que Wronski se sert courammenl des determinants qu'il^ 
appelle yb/tc/io/tr schitis {A. S., t. 10, p. 4^3)* 
(* ) Le num^rateur et le denominateur sont encore des determinants connus. 
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>» nons de determiner, se reduit a son premier terme, c'esl-a-dire 
M qu'on a 

[A* <p(a:) . . . At*9(^)l*'5] r= A' 9(0?) . . . Al* (p(^)»^'^ 

>» el c'esl laTexpressionalgorithmique de la loi g6nerale des series... » 

2. II me reste mainlenanl a monlrer que ies formules 

(4) Al*F(x)— A,A!^9(ar)-h...-i-A^Al*9(ar)i^'^ 

^ ^ ___ [A'9(a:)A*9(^)»'^..At^-'9(3:)(^-»'^Ai^F(^)] 

• ^~' [A«9(:r)A*9(^)»'^.. A!^-*9(:r)i^-»'^AK-9(:c)K-'5] 

comprcnnent, comme cas particuliers : la premiere, la formule gene- 
rale relative a la (JL**™* derivee d'une fonclion de fonction; la seconde, 
la formule generafe relative au changement de la variable indepen- 
dante. 

On pent reprocher a la demonstration de ne pas tenir compte de ce 
que lestermes qu'on neglige comme nuls separement, dans le second 
membre des equations (4)9 sont en nombre infini. 

Le passage direct des differences finies aux differentielles serait en- 
core tres critiquable; aussi M. A.-S. deMontferrierindique-t-il dans son 
Ouvrage(*)la maniere d'appliquer directement la methodedeWronski 
a la serie de Taylor, en s*appuyant sur la regie de L'Hopital. 

J*emploierai la marche suivante pour arriver assez rapidement aux 
equations qui se deduiraienl des equations (4) par simple substitution 
des differentielles aux differences, sans qu*aucune s^rie ait a intervenjr 
dans le calcul. 

3. Lemme. — Designant par x une fonction quelconque d*une va- 
riable independante u et representant, pour abreger, par 

la diflerenlielle w'^""* de x^ dans laquelle on supprimc, une fois le de- 
veloppement effecluc, tons Ies termes qui conliennent x en facteur, on 
a Ies identites suivantes : 

c/'^O:'' rrro, Si m </>. 



(«) ^. .9., t. m, p. 2i65 el 266. 
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En eflet, on salt que 

P 



d'»zP := {(dz -^dz-h. ,.-^dz)y^ = y ^r^ d^ztfiz..., 

^ ra"B • • • 



a, p, . . ., etant des entiers positifs qui peuvent s'annuler. 
Dans Ic casactueU 

P. 
Pp 



^m^m —V _^ d-^xd^a . . . . 



avec ceci eu plus que, dans le calcul developpe, il faul faire 

d^x^x-=^o. 

Ce resultat s'obtiendra encore en ne prenant que les solutions de 

pour lesquelles aucun des entiers positifs du premier membre ne sera 
nul. 

Aucun des entiers positifs a, ^, . . • ne doit etre nul et la somme doil 
etrem; il est clair que tons seront egaux a i. On n'aura que le termu 
correspondant a a = ^ = . . • = i , c'esl-a-dire 

Je suppose maintenant qu'on ait a calculer 

d'^^xP {m<.p); 

le nonibre des entiers positifs a» p, . . . etant plus grand que m^ il y en 
aura toujours au inoins p — m nuls, d'oii 

d^xPz=:0 (w</>). 

4. Denudes d'une fonclion de function. — Je remarque d'abord qu'on 
n*a pas besoin de connaitre la formule generaie qui donne la derivee 
,^ietDc (j'une fonction de function 

pour etre sur que -r-^ est un polynonne entier sans terme constant, 
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soil par rapport aux m premieres derivees de u par rapport a ^, soil 
par rapport aux derivees /^*^(/^),/^=^^(//), . .../^"'^(w). 
Supposant la ioi vraie pour Tindice m^ on a 

F etant un polynome enlier. Le iheoreme des fonciions composees 
donne 



rfx"*-*-* 



/ ^F OF \ dV 



La Ioi s'etend a Tindice m-i- i; commeelleest vraie pour m = i, elle 
est generale. Done ^-~ est un polynome entier sans lerme constant en 



/^*K f^^\ ..., /^'"\ les coefficients etant des polynomes entiers en w^'^ 
Cela pose, si j*ecris, pour abreger, 

F(x) = J, V^P^ (a) = 1.2.. .pAp, 

la formule preliminaire de Taylor pent s'ecrire 

J = Ao^- Ai (^ — a) -f- . . . 4- A,„ (.r — a)"' 4- P, 

Ao, A,, . . ., A;,^ etant des nombres. 

Supposant que y soit une fonction continue, ainsi que ses m pre- 
mieres derivees, et que la (m -t- r)»«"« existe, dans I'intervalle de a a a?, 
je prendrai pour definition de la fonction P^<P(a:), dans ce meme 
intervalle, Tequation 

^(x)=y — Ao — Ai(^ — a) — . . . — A,;.(.r — a)'". 

On demontreraitsans peine que 4>(;r) et ses m premieres derivees par 
rapport a x sont continues et que la (/n-h i)*^'"* derivee existe dans 
I'intervalle de a a x. 

II est evident que, si Ton prend x comme variable independante, on a 

Si X n'est plus variable independanle, ^(x) est une fonction de fonc- 
tion et, d'apres la remarque par laquelle j'ai debute, ses m premieres 

A/in, de I' Ac. Normale. 3«Serie. Tome III.— Mai i886. IQ 
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(lerivees par nipporla la variable independante sonl fonclion enliere, 
sans lerine constant, de ^t^*^(;r), ..., $^'"^(;r), les coefficients ne pou- 
vanl devenir infinis, puisqu'ils sont entiers en x^^\ ..., x^"'K II en re- 
sulle que, puisque 

les m premieres derivees sont nulles, quelle que soil la variable inde- 
pendante; par suite, les m premieres difTerentielles sont aussi nulles. 
On a done les equations 

cly — \i d{x — a) — ... — \,ncl{jr — a)'" =^o, 
i'\bis) ^ d^y— kyd'-{x — a) — . . .— A„, ^^(x — a)"* = o, 

I ^'"y — A,^/"*(^ — a) — . . ,— S.,„d»'{x — a)"' — o, 

le point place au-dessus de :r — a indiquant qu'on donnera a ^ la va- 
leur a pour laquellc x — a^o, D*apres le lemme, on pourrait se 
homer a poser 

dV{x) = A] </(x — a), 
{\ter) / '''F(^) =A.rf*(.r-a)4-A,r/»(i--«)S 

I •• f 

d'" ¥{x) = A, d'"(x -1 a) -h. . .-h A^, d"'(x — a)"'. 

Ces equations se trouvent demontrees en considerant x, soit comme 
variable independante, soit comme fonction d*une variable indepen- 
dante. Comme on est habitue a designer presque toujours par x la va- 
riable independante, il pent etre commode d'ecrire ainsi la derniere 
des equations (^bis), 

d'"y — A , rf'" ( " — Wo ) -H . . . 4- A„| rf'« ( u — Uo )'", 

'* 1 ,2. , .p\du'' J fi^ 



>0 



a condition de remplaceri/par ^o dansledeveloppemenl de d"' (u — u^^y . 
Prenant les derivees par rapport a la variable independante x, au lieu 
des differentielles, et supposant 
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ce qui donne 
il vient 

(A) 

le point place au-dessus de u — u^ signifiant toujours qu'on doit rem- 
placer ii^^^^u par u^ dans le developpement, ce qui equivaut a faire 

II me parait superflu de rien ajouter pour prouver qu*en developpant 
par la formule du binome (u — u^y, avant do prendre sa m}^""^ derivee, 
et remarquant que, des lors, on pent sansambigu'ite remplacer Uot qui 
est une valeur particuliere n)ais quelconque para, on retrouve la for- 
mule relative a la w*^™® derivee d'une fonclion de fonction, telle que la 
donne M. Hermile a la page 62 de son Cours d' Analyse de VEcole Poly- 
technique : 



<( 



y=Af')y ^/=z9(jr), 

flay 

dx 



(B) 



^' = 1 .2. . . n [a. /'(w) -4- -j^/'(^/) +. . . 

+ — ^/^'H'O 4-... -4- ^"^ f'"\u) I , 

A/ = — ! — \(u^Y^) - i («'-')(") il 4- iiiZlll («'-2)(«) M- - . . . I , 

1 . 2 . . . /^ L I 1.2 J 

le dernier terme de la quantiteentre parentheses elanl 

5. Remarque. -— L'hypothese consistant a faire u = u^ dans le deve- 
loppement suppose effectue de [(m — u^yi^^"'^ que je represcnle, d'apres 
Wronski, par un point 

revient lout simplement a developper [f^'']^'"^ el a ne conserver, dansce 
developpement, que les lermes qui ne contiennent pas u en facleur. 
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En eflel, d'apres le theoreme sur lequel je me suis deja appuye pour 
demontrer le lemme, on a, d'unc pari, 

[{u — lioyV'"^ = (( (n — Wo) -4- (;/ — Mo) 4- ... 4- (a - Mo) ))'« 

on a, d'aulre part, 

^ i a r p . • . 

or, la derivee d'une difference elant la difference des derivees des fac- 
leurs, on a 

sauf pour a =0. 

Comme on doit faire u = Uo dans le premier developpement, tout 
lerme qui contiendra (m — Wo)® sera nul; si done on supprime du se- 
cond developpement le terme correspondant u^^ii, on retrouvera 
identiquement les memes termes. 

On pent done ecrire les formules obtenues precedemment 

, (4 6«) d"\Y ^ Aid'"(x — a) 4- Ajrf'" (r — a)* -f- . . . -4- A,n d'"{jc — «)'", 

d"^v r ' t, .dy I p, • v.-,/ V rf*K 

( ^ ) ^ = [« - ««1""' Tu^—. t(« - "o^'l""' ^^-^■■- 

sous une nouvelle Forme abrcgee plus courte, quoique identique au 
fond, 

d"y =z A, d"'Jc 4- . . . 4- A;„ d'".'r"', 



,.^x d"* y ^',,dy ' r *.-... ^^V 1 r* -. 






djc'" *■ •* r/w I . s>. •* fl^M* * * ' I .?,... m ^M 



//I 



« le point place sur x ou sur // indiquant la valeur zero qu'il faut 
donner a cette variable (•) m apres avoir, bien enlendu, effeclue le de- 
veloppement. 



(«) ^. .9., t. HI, p. a66. 
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6. Changement de la variable independante. — Les equations 



(4^«) 



• 9 

At cf"»(a: — a) -f- . . . -f- A,„ c^'«(^ — a)'« :=: d'^y 



determinenl les inconnues A,, Aa, . .., A;„; on a done, en remarquant 
que 

A^= 1 fd'ny\ 

la formule 

d(X'—a) d{X'—ay ... ^(j? — a)"»-* dy 
d*'{x-^a) d*{x — ay ... d^{jr — ay^'^ d\y 

I d'^'y __ d'"(a: — a) d'"{jc — ay ... c^^(j? — a)^"-^ d'^y 



1. 2. 3.. .771 ^J7 



m 



m 



d{x — a) d{x — a)' ... d{x — a)'"-* d{x — a)" 
rf2(^.— a) c?*(jr-^flr)* ... d}{x^d)"'-^ d*{x^a) 



D'apres le lemme (n° 3) 

G?/'(a7 — a)^=:o si P<f/9 

il en resulte que, si Ton considere le denominateur, tous les elements 
situes au-dessus de la diagonale principale s'annulent; le determinant 
se reduit done a sa diagonale principale 

D*apres le meme lemme, ceci devienl 

i,d(x — a), i.2.[rf(j? — a)]'. . .(i .2.3. . ./w) [rf(»r — a)]"'; 

or d(x — a)^dx : \l vient 

1.1.2. 1. 2. 3. ..1. 2.. .m (G?jr)'+*+'+-^"». 

Quant au numerateur, on peut aisement le transformer de maniere 
a remplacer r/''(.r — ay par rf^a?^. 
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En effet, ce numerateur peul s'ecrire 

dx dx^ — ia dx dx^ — 3 a dx^ -h 3 a* dx 

d*'X d-x^ — 2 a d^x d*x^ — Zad^x- -h^a^d^x 



• « • • 



d"" X d'" x' —'2ad'"x d'" x^ — '^ a d'^ x^ -\- Z a^ d"* x 

II est visible que Ton ajoulera aux elements dc la seconde colonne les 
elements correspondants de la premiere multiplies par ia\ on multi- 
pliera ensuite les elements de la premiere colonne par —3a', ceux de 
la deuxieme deja modifiee par 3«, el Ton ajoutera a la Iroisieme co- 
lonne, etc. 

On obtient done 

dx dx^ ... dx'"-^ dy 
d^x d^x^ ... d^x'"-'^ d^y 



(D) 



#•••••• 



I d"\Y _ d"'x d'"x^ ... c/"'j7'"-» d'"y 



1 .2. . ,ni dx"^ 1 .1.2.1 .2.3. . . (i.2. . ,m) {dxy-^^-^^-^"'^'" 



II faut faire a: = a dansle resultat; mais, comme a est une valeurquel- 
conque, rien n'empeche de conserver a?. L'analogie avec la formule(5) 
est evidente. On peut d'ailleurs employer les notations de Wronski, qui 
designe les determinants sous le nom de /onctions schins el les repre- 
sente par consequent par la leltre hebraique c. 






('). 



7. Remarque. — Si Ton veut faire disparailre un assez grand nombre 
de lermes du determinant (D), on peut employer la simplification in- 
diquee pour les formules (4 ler) dans la Remarque du n° 5, 



(E) 





• 

dx 


o 


o 


• • « 


o 


<y 




d'X 


d'-x^ 


o 


• » • 


o 


d*y 




• • • • 


• • • . 


• 


• • • 


• 


« • • 


«'"' J _ 


• 

d'^x 


d'" i' 


d^x^ 


• • • 


rf"»i"»-» 


dmy 



1 . 2 . . . //t dx 



m 



1 . 1 .2. 1 .2.3. . .(i .2. . ./n) i^dxy^^^'" 



m 



(•) ./. .9., I. HI, p. 38i. 
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Si Ton applique la regie de Laplace, qui donne le developpement d'un 
determinant suivant des elements des {p — i) premieres lignes, on ob- 
tient, en appliquant le lemme du n^ 3, apres des reductions Taciles ('), 



±dPY 



m 



7=y — 



dP^KvP dP^^xP^^ ... o 

dP^'xP dP^^xP-^^ ... o 

•••••• •••••••« ••• v/ 

d"^xP d"^xP-^^ ... flf'^i'"-* 



\,i,..m dx"' ^ (i.2.../?)(i.2.../^-h \) , , ,{\.2. . .m){dx)P^^P^^'>"'^'" 

Ce resultat a rinconvenient, dans les exemples theoriques, de con- 
tenir Thypothese indiquee para:; dans le developpement explicite, il 
donnerait encore lieu a de nombreuses reductions. Je me borne a le 
signaler. 

8. On voit que les formules (D) et (E), dues a Wronski, sont une 
consequence immediate de la formule relative a la derivee d'ordre 
quelconque d*une fonclion de fonction. Si la demonstration qui a ete 
donnee de cette formule ne convient pas, il sutFira de la remplacer par 
toute autre que Ton preferera. 

Par exemple, on pourra partir du resultat (B) indique par M. Her- 
mite dans son Cours d' Analyse. Le point de depart est, comme pour 
Wronski, la serie de Taylor. J'ai deja deduit (n** 4) cette expression (B) 
d'une autre expression equivalcnle, mais exprimee par une notation 
plus concise (A); cette forme (A) a plus specialement servi pour 
exprimer d'une maniere facile a retenir la formule du changement de 
variable. Je vais etablir, en quelques mots, que, si Ton prenait (B) 
comme point de depart, on arriverait immediatement a (A). 

On suppose demontre que (^) 

(B) ( S "" ' •^- • •'' [^«/^*^(") ■^- .. + A,/(«) (,/)], 

ki= — ! — [(^^)(«)_i(„'-l)(/l)^^^_...-^(_,)/-l/(,/)(«),^l-l 1. „ 

I . 2 ... /I L ' J 



(») A. S., t. m, p. 4^;. 

(') Cours d' Analyse de I'JScole Poljrtechnique, par M. Gh. Heniiile, p. C2. 



(/I) 
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En verlu de ce theoreme evident que la derivee e**"""*^ d'une somme 
est la somme des derivees 1'"'°'** des differents termes, on a 

r(,,i)(/i)_ j w^(,,i-i)(/»)^...4-(_i)/-ii,,/-i(w)./i)i 

= I ^/'- y Wo w'-» 4-. . .+ (- l)'-l i ,4-* wl 

et par suite, en rempla^ant n par m, 

J'ai d'ailleurs montre, dans une remarque 5, que cettc formule 
pouvait encore etre ecriled'une maniere plus condensee, bien qu'iden- 
tique au fond : 

9. Les formes (A), (B), (C) me paraissent faciles \\ retenir. C'est 
ce qui me les a fait adopter dans ce travail. Elles indiquent, sous leur 
forme abregee, un developpement facile a rendre explicite et qui d'ail- 
leurs est deja connu. 

Le coefficient de ^-^ est {uPy"^\ Developpant, on lombe im- 

mediatement sur le resultat indique par M. Bertrand (*) : 

/rf*a\ ^ / £/«w 

/ (^U\'^ ( ^ ) ( d.V^ 

' ■ • • • ' 

I . 3 . . . /*! 1.2...//, J . 2 . . . /fai duf'* 

Ai, h.^^ . . ., Aa etant des entiers positifs, tels que 



d'"v V V^'^y \"«2/ \i.2...a/ df*Y 






('; Traitc tie Calcid diffifrcntiel, par M. J. Bcrlrand, p. 3oy. 
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En effel, {ii^y"'^ se cleduit cle {u^iu. ..Upy^^; par suite de I'liypo- 
ihese representee par u, il n'y a a considerer que les lermes contenant 
les/? quantites /^,, Wa, ..., Up. Solt done un terme a coefficient 



tn 



p/ii pA, pji« ' 

■■1*1 • • • * a 

contenant A, premieres puissances, h^ secondes puissances, ..., h^ 
puissances a, de telle sorte que 

/ii -h 2 /i, -+- 3 /<3 -f- . . . -h a /ia = m, 

II est necessaire de remarquer que des termes qui sont distincts si Ton 
conserve les indices deviennent egaux si on les supprime; ce sont 
ceux qui se deduiraient du premier en permutant cnlre elles les h^ 
quantites elevees a la premiere puissance, ainsi que les As elevees a la 
deuxieme puissance, .... Si done on supprime les indices, le meme 
terme est repete autant de fois qu'on pent former de permutations 
differentes avec les A, objets du premier groupe consideres comme 
pouvanl etre pris dans un ordre quelconque, avec les h^ objets du 

second groupe pris abstraction faite de leur ordre, Un meme 

terme est alors repete autant de fois qu'il y a de permutations avec 
repetition de/? objets. A, etant egaux entre eux, A^ aulres egaux entre 
eux, . . ., c'est-a-dire 

^p 

Si done on ne veut prendre chaque terme qu'une seule fois, il faudra 
multiplier son coetficient par ce nombre, ce qui donnera 

P P 



Nous avons ici le developpement de (i/^y"'^; or il ne s'agit dans (F) 

que de celui de p- (ii^y^K On a done 

1 1 



p 



P, 



pj 



m 



Pa. 1»a. 
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comme il s'agissait de Tetablir en partant directernent des formules 
Tondamentales. 

10. La RefiUation de la theorie des fonctions anafytiques de La- 
grange^ de Wronski, fut « Toccasion d'une polemique tres ardente », 
a la suite de iaquelle « un silence convenu ou tacite s'etablit autour du 
reformateur (*) ». Les formules que je viens de rappeler n'attirerent 
pas Tattention des savants. Depuis, quelques auteurs ont retrouve, par 
des noethodes parliculieres, laderivee m*^"** d'une fonclion de Tonction, 
sans que Tanteriorite de Wronski, dont le Memoire date de 1812, me 
paraisse contestable. 

Je pourrais done me borner a passer aux applications que j*ai cru 
devoir faire pour montrer que les notations employees par Wronski 
des le debut sont assez claires pour conduire directernent a tons les 
resultals particuliers obtenus jusqu'a present par des precedes ele- 
gants, mais variables d*un exemple a Tautre. 

Je citerai cependant, pour completer ce court historique, trois tra- 
vaux remarquables, faits chacun a un point de vue different. 

11. Dans les Nowelles Annales de M. Terquem (t. IX et XI) se trouve 
un article intitule : Sur la differentiation des fonctions de fonctions. Se- 
ries de Burmann, de Lagrange^ de Wronski^ par M. A..., ancien eleve 
de TEcole Polyteclinique. Get article est assez interessant pour que 
M. Combescure Tait juge digne de figurer en note dans sa traduction 
de la Theorie des determinants, par M. Brioschi. 

Les notations initialessont les suivantes : 

- = F0'), 7 = 9(0:), 
^ = A.F(v) + A,F'(7) 4.. . .4. A«F«) (7), 

A/n — I . 2 . . . /2 7 • • • J 

^ I. 2... mi 1,1,., mi I. 2... 771;, 

/w,, nu,, .. .nin etant des nombres entiers et positifs (y compris zero), 



(') .4, S., t. m, p. 48ji. 
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qui doivent satisfaire aux equations 

On reconnait aussitot la formule (F) deja elablie (n° 9). 
Ensuile Tautenr, en vue du bul special qu'il s*est propose, ainsi que 
rindique le litre, donne au resultat la forme suivante : 

h ~^' 

(G) /^^^-^-^^p(r) ^'"^^^^ I n{n^i ) d^-^m. 



1.2.3 ^-^^ dh^-^ 



(le zero indiquant qu'on doit faire A = o apres les differentiations). 

Je vais montrer qu'on passe facilement de cette forme (G) a la forme 
(A) indiquee plus haul. Pour revenir aux notations que j'ai employees 
jusqu'ici, j'ecris 

ou encore 



(G) 



(o^o 6tant la valeur initiale arbitraire), 



u — Mo 



= 9, 



X 

d^y _n d^-^{e) dy n{n — \) d^'-^iO*) d^y 



dx'* I dx"-^ du 1.2 dx^-* du^ 



• • . • 



Or on a, par la formule de Maclaurin, 

(« - «,)P = (« - M,)P+ f [(« - «.)"](" + . . .+ , f ^ [(« - "o)"]"" +• . • • 

1 1 • j5 • • « mJ 

D'apres le lemme du n° 3, les /> premiers termes du second membre 
s*annulent; il reste 
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par suite 

.r/' 1.2.../?*- •* i.2,..(p-hi) 

(I'oii, en faisant ;r = o, 

r . a . . . /^ *^ ■" 



Alors le coefficient de -r-^ dans (G) etant 



duP 
n{n — i) , . ,(n — /^ -f- 1 ) 



{Qpyn 



-p) 



1 .2. . ./> 

pent encore s'ecrire, apres reductions faciles, 



I .3. . ./> I ,1. . , p 

ce qu'il s'agissait d*etablir. 
L'auteur termine son article par la demonstration du resultat sui- 

vant : 

y(^-hA) — 9(>r) 

((7 J > 

n 

i!2!3!...wI[D9(^)] » 

Ce beau theoreme est du a M. Wronski {Philosophie de la Tec/mie, 2* Sec- 
tion, p. 1 10). )) 

Ilsembledoncque Tauteurse'soit toutsimplement propose d'obtenir 
par une demonstration suivie un theoreme deduit par Tinventeur de 
deux resultats obtenus d*une maniere independante, comme cas parti- 
culiers de formules beaucoup plus generates. 

J*ai deja indique quec*est comme deduction de la u Loi supreme ou 
nniverselle de TAlgorithmie » que Wronski presente sa loi fondamen- 
tale des series du n^ 1, qui conduit immediatement, comme on I'a vu 
plus haut, a 



m I dx"' 1 1 2 ! 3 1 ... /w 1 (dxY^^-^^" 



...-»-/« 
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Passant ensuite de la generation technique systematiqiie (*) a la corn- 
paraison technique (^) ^ le philosophe resout \q probleme universel, dont 
la formule s'etablirait rapidement par les methodes employees en Calcul 
difTerentiel pour en elablir « le cas le plus parliculier », la serie de 
Lagrange. Or, etant donnee une fonclion quelconque 

si je pose = 0, d ou 

j*ai, en appliquant la loi de Lagrange et en remarquant que, ^(x) etant 
une function quelconque de a?, 



«fc X o 



Tegaliie qui suit : 

I dx'^ J^a:. Idu'^-'l du j\n=no 

Posant u = Uq-\- h ei appliquant de nouveau la remarque qui vient 
d'etre Taite, on trouve, en supprimant les indices de Uq et ocq qui sont 
inutiles (uq et Xq ^tant des valeurs initiales quelconques), 



d^v i rf"*~* 
(H) ^ =z L^l r[Q-'^r(u-hh)] 



dx'"^ \ dIV 



/*=o 



Egalant les deux valeurs ainsi trouvees pour -T-^> on oblienl, avec 

des notations tres peu differentes, le theoreme enonce plus liaut. 

II est done visible que, contrairemenl a Tauteur de Tarticle que je 
viens d'analyser, j'ai conserve a part les deux resultats qu'il cherche a 
relier Tun a Tautre. 

J'ai deja montre Tutilit&de la formule 

j_ ^"'7 — :L±.{d!xd^x^,.,d"'y) 



ml dx"" ' 1 1... ml (cixy-^^ 



-f-...-f-«i 



(») ^. »9., t. Ill, p. 358-391. 

(*) A. »y., t. ni, p. 391-4^9. 
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Je relrouverai, dans ie Chapitre III, la formule 






SOUS la Torme 



on verra alors lout Ie parti que je tire de cettc formule tres simple au 
point de vue du developpement explicite de la formule generale du 
changement de la variable independante. 

12. Au moment d'achever cette nouvelle redaction, je trouve, dans 
les Nouvelles Annates fie Mathdntatiques ^ deux articles par M. E. Cesaro, 
intitules : Deris^ees de fonctions de fonctions (Janvier i885); Note surle 
calcid isoharique (fevrier i885). 

II n'y a done pas a s*etonner que la formule (F) soit presentee sous 
cette forme : 

« Formule generale : 

I dPy _\^ I I ct*y Q / I d''u\ 1 
^^^ p\ dxP "~Z^|^ diF \^\r\ dJ^J \ 

v=iL p J 

Pour expliquer Ie sens de cette formule, rappelons d*abord que, ayant 
toules les solutions entieres et positives de Tequation 

on appelle algorithme isobariqiie d'une fonction/(r) et Ton designe par 
X/(r) la somme de tons les produits analogues a 

An) Art) ' " /{r,n)' » 

Cette formule est si peu differentede la formule (F) indiquee plus 
haut (n"9), que je crois pouvoir me dispenser d'insister sur ce point. 

Le rapprochement que Ton constate ici entre la formule relative aux 
derivees d'une fonction de fonction (n°4) et le calcul isobarique est 
confirme par ces paroles de M. E. Cesaro (p. 49) • 

a La relation (9) comprend comme cas tres particulier, pour dif- 
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ferentes formes de la ronction 9, toutes les formules contenues dans 
notre arlicle Algorithme isobarique et demontrees par une autre voie 
dans \e Journal de Battaglini. )> 

La demonstration de Tauteur, qui <( ne suppose aucunement que les 
fonctions considerees soient developpables par la formule de Taylor » , 
est tres simple; avec les notations que j'ai adoptees, elle s*etablit ainsi. 

Supposons qu'on ait demontre la formule vraie pour Tindice m el 
qu'on veuille Tetendre a Tindice (m-h i). On sait que 

d"* Y I dP~^ Y I • d^Y 

^ ' dx'"^ i.2...(/>— f) dui'-^ i.2...p^ ' duP 

Prenant les derivees des deux membres par rapport a x, il suffit d'eta- 

dP y 

blir que le coefficient de -^ deviendra 

— ! — (/>)('«+»). 

Pour faire le calcul, supprimons parliellement (la oil Ton aura a effec- 
tuer le developpement) Thypotbese indiquee par le point place au- 

dessus de u. Le terme en -j^ proviendra de 



d 



duP 

dP~^Y 



■i) 



.x/ . .dui'-^ I du I dUtiPY"'^^. ..^ dPy 



\ .2. . , (p — f) da dx I . Si . . . /> dx duP ' 

d'oil 

Supprimant tousles termes quicontiennenti/en facteur, puisqueM = o 
et que ces termes sont en nombre fini, le cofficient de -^ est 

On voil qu'ici la meme question est traitee avec des notations sensible- 
inentdifTerentesde celles indiqueesplusbaut. Monbut,qui estd*appli- 
quer des formules oil Ton soit guide par Tbabitude qu'on a des pro- 
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cedes ordinaires des Calculs differenliel el integral, s'eloigne nolable- 
ment de celui de M. E. Cesaro qui s'occupe plus specialemeDt de deve- 
lopper les methodes et les applications du calcul isobarique. 

L'importance de ce nouveau calcul est nettement definie par Tauieur, 
qui indique en meme temps les sources principales auxquelleson peut 
recourir dans cette etude. La question est exposee mieux que je no 
pourrais le faire. 

Je me hornerai a quelques reflexions qui me paraissent a leur vraie 
place dans un travail destine a rendre pratiques des formules de 
Wronski. Le terme algorithme isobariqiie fait songer a ces phrases par 
lesquelles M. de Montferrier termine la premiere page de son Ency- 
clopedie : 

« Nous devons faire observer ici que le nom AWlgorithmie a ele 
donne par Wronski a la Science generale des nombres. Avant les travaux 
do ce savant» on n'avait point designe parun nom collectif les diverses 
branches de cette Science qu'il a, le premier, ramenees a une unite syn- 
thetique. Le nom AWIgorithmie provient A' algorithme ^ qui signifie 
calcul, » 

<( 11 estcurieux, remarque M. E. Cesaro, de constater que tousles 
inventeurs, en agissant les uns a Tinsu des autres, ont ete d'accord 
dans le choix de Talgorithme isobarique compose comme base du calcul 
des partitions... On sail d*ailleurs que le meme algorithme, precedem- 
ment eludie par Wronski, sous le nom de fonction aleph, a ete I'objet 
des recherches de beaucoup de geometres. » 

13. Dans le BuUelin des Sciences niathernatiques et aslronomiques de 
decembre 1881 se trouve le compte rendu suivant d*un article public 
dans Y American Journal of Mathematics pure and applied (t.III, 1879) : 

« Glashan (/.-C). — Sur le changement de la variable independante 
(190-191). 

« Soient 

"=/{y)f ^ = ?(v) 
et 

Si Ton designe par S^, la somme des termes de poids m dans le deve- 
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l6l 



loppeinenl de 



(j7,-h JT^-h JTz-h. . .)"> 



on aura (d'apres Cauchy) 



f/„=:S;,I)j;W 



C2 



D"rU 



Quant aux valeurs de 






I)x«, -T>U"» 



2! 



nl 



\)"u. 



on aura 



D.r li= - J 



"^3 



2I -^ 



.r, 



.r, 






(K.) 









o 






o 
o 



C3 



« 



a'j.r, 



o 
o 
o 






"3 



It 



fi-l 



a 



n 









• )> 



On reconnait ici, a part les nolalions, la formule (li) demonlree 
plus baut (n** 7). La formule de Cauchy, qui a servi de point de depart, 
n'cst aulre chose que la formule (C). 

Au risque de rendre les resultals moins inlelligibles, on arrive a la 

formule qui contient le plus de zeros; el, au lieu de la notation (xPyK 
qui rappelle Tenoneedu probleme, on prend la notation isobariqueSj^, 
qui ne me parait pas faire image comme la premiere. D'ailleurs, sans 
m'occuper plus longtcmps de comparer les differenles formes sous Ics- 
quelles ont pu se presenter les resultats precedents, je me bornerai a 
remarquer combien estclaire et concise la forme adoptee parWronski 
et reproduile par 31. A.-S, de Monlferrier, 



,mll ^j.,n 
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Exposition. 



I i. La discussion detaillee (|ue je vicns do faire rappellc qu'il exisle 
dcs fonnules Ires generalcs. Mais on pout etre lento d'admeltre que 
des formulos par Irop genrrales ccssenl do dovcnir pratiques. C'est 
relle idee que je desire cornbattre. 

Dans le Chapilre I, je monlrerai que la formule generale (D) du 
ehangemenl de variable pent resoudre simplement cerlaines ques- 
tions, inalgrc son apparente complicalion. 

La formule qui donne la derivee d'une fonclion de fonclion est 
relalivement courle. On s'explique alors pourquoi (elant donne qu'on 
a une fonclion de x el (|u'on veut introduire une nouvelle variable 
independanle // ), il est souvent commode d'imaginer d'abord que la 
fonclion ail ele exprimce en fonclion de m et de remplacer ensuile // 
par sa valeur en fonclion de x, Le Cbapilre II sera consaere au develop- 
|)emenl des consequences de cette idee. 

Enfin le troisiemc et dernier Cbapilre sera destine a montrer I'a- 
vanlage qu'il peut y avoir a so servir, dans certains cas, des inlegrales 
definies prises enlrc limiles itnaginaires. 

15. J'ai cbercbe a oblenir des resullats faciles a ecrire, non seule- 
menl pour quel(|uescas particuliers bien connus 

y — /(.r ), .r rnr e", x z^ Lm, .r := «-*, x =r m* , 

mais aussi pour loutcs les functions elemenlaires d'un usage courant 
.r = al*, jr^ncosw, a.==tangw, j:— arccosw, x = arc tang//. 

1/expression, soil symbolique, soiteffeclive, de y-^ en fonclion de 

x\x\., ; y, y\ . . . se presenle comma simple application de la 
formule du binome. Le developpement des coordonnees x et v d'une 
courbe plane suivant les puissances croissantes de Tare (le rayon de 
courbure elant une function snpposee connue de c(5t arc) s'obiieni 
avec la plu.^ grande facilile et me parait sulfire pour etablir ruliiite 
geomclrique des formules generales. 

II est inutile d'insistcr davanlage. Je passe aux applicalions. 
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CHAPITRE I. 



16. J';ii (lemontre les fornmles 



(0) 



d"* 












(,^ym) (.^2y,«) 



^j^m-iy/n) yi/n) i 



1.2... m r/.r'" i . i . 2 . i . j . 3 . . . ( i . 2 . . . m) [(j:*)^ * ^] 






o 
o 



H-S-K3-h...4-/W 

o 
o 






(K) 



« 

1 . 2 ... //I ^/.r"* 



(.r)>'") (.r2)('") (./•3)('") ... (^'.'«-i) '«. y 



://o 



I . 1 . 2 . 1 . 2 . 3 . . . ( 1 . 2 . . . /??) (.z-> * ^) 



I-fJ-H...H-//l 



On est lenle dc croire que ces expressions generales constituent <Ieux 
iheoremes Ires interessanls, mais inapplieables; il snffirait (Pun seul 
exemple pour prouver le conlraire. J'en donnerai deux, el je ferai ob- 
server que le premier me fournit une remarque Ires curiouse. 

C'est precisement en irailant par une melhode ires inj^enieuse ee 
ehangement de variable, detini par 

que M. Bertrand, dans son Traite classique de Calcul differentiel et in- 
tegral, insisle surcelle idee tres importante que souvcnt les melbodes 
Irop generales donneraierjt lieu a des ealculs prolixes, la oil des pro- 
cedes particulicrs conduisenl rapidement au resultal. Les ibeoremes 
connus semblaient done impuissants a resoudre une ()ueslion pres(|ue 
necessaire. 

Get elat d'inferiorite de la theorie algebrique n'elailqu'ap[)arent. La 
I'ormule (D) de Wronski, malheureusement laissee dans Toubli, clail 
capable de donner la solution avec autant de facilite que si elle eiU ete 
creee dans ce seul but. 



17. Premier exemple, — II s'agit de demontrer que, si Ton substilue 
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a X une nouvelle variable independanle, clefinic par Tequalion 

on ohtient un resultat qui pout s'ecrire sous cette forme symbolique. 



(( .r 



d" y 



[^-:^"~'^][^"^"~'^]--[^"-']^ " 



(Traite deCalciUdifferentiel, par J. Berlrand, 169-171) 



Le (lelerminant 












(I) 



(2) 



(.r)^«) (.r2)(«) 



devient ici 



e" 2 gi" 



Sn 



(?" 2-e 



e" a^t'"* 



{n — i) tf("-*^'* v^'^ 

• ■»••••■••••■ ••* 



On peut niellre <^ en facleur dans la premiere colonne, e^" dans la 
deuxieme, etc. Remarquant d'ailleurs que le determinant est une Tone- 

lion lineaire des elements de la derniere colonne/^^^i^y^* j^^^:^ y^» •••> 
et qn'on peut sans danger ecrire symboliquemenl ~> \7r) ' "^ ^ 
condition de remplacer, dans le resultat final, (-t~) P^'* 7^' il vient 



J 

3 ... {n — I ) 



dy 
(hi 






d"}' 



(«") 



n \l-f-2-+-...f-(/»— 1) 



I 



/(iy\" 



; 



1 . 2 ... /I ^j:''* 



I . I . 2 . I . 2 . 3 . . . ( I . 2 . . . w ) [e"] * 



-J-1-4-...-I-. /I — I )-<-« 



Le numerateur est un determinant de Vandermonde; il est egal a 

1. 1. 2. 1. 2. 3... I. 2... (W — 1)1 ^ — (W -I) ...I -^ — ij-^. 
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Alors, par des reductions evidenles, on oblicnt [en remplaQanl (e")" 
par^" el faisant passer ce terme dans le premier membre] 



d'^v V d , 1 r r/ , n V d ~\d 

''^'7n^^'=='[d7c-^''-'^\\d7c-^''--''^y 



dv 

t 

fill 



18. Deuxieme exemple : 



X 



Itv', 



UL etant un exposant qiielconque, positif ou negalif. 
On a, par la formule (D), 



d'" r 



du 

ix{ix — I )«(*-* 



1.2.../?/ dx 



m 



I.I .2. . . 1.2. . .m(iJLuV-^y-^^-^ -^'» 



Si Ton niuliiplie par u les elements de la premiere ligne du delermi- 
nant, par u^ ceux de la deuxieme, etc., ce qui revient a multiplier le 
delerminanl par ;^« •-^^ +"% on pent meltre u^ en facleur dans la pre- 
miere colonnc, w'**cn factcur dans la deuxieme, etc. 
Apres reductions evide^tes, il vient 



d'" Y 



f^(f^ — 



21X 



2/x(2// — I) 



f^(f^ — 0(/^--2) 2//(2^— i)(2^— 2) 



1 ,2. , ,m djT 



m 



I . I . 2 . . . I . 2 . . . /// |UL 



i-t-a-f ,..-f-/// ff\kni 



Le resuUat est done de la forme 



// 



// 



w 



fly 

TJTf 

d\y 
du' 

7n? 



ou encore 



d"'v 
dx'" 



=zCoU'"-'"\^ 



d"\y 
du"' 



fm-l 



■+- c, //'"-* -'"H- 



y 



du'"-^ 



rm 



X 



m 



y d'"Y .d'^^y 

dx'" ^ du"' * du"*-^ 



^o» <^n • • • eianl des coefficienls numeriques. 
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Cos cocfficionls s'cxpriinent en fonclion de certains dclerminanls 
(lonl la loi de formalion esl Ires simple; si on les relrouve plus lard 
sous forme developpee, on aura par oela memo le developpemenl de 
ees determinants. 

19. Quoiquc le determinant (E) contienne un grand nombre de 
zeros, son developpement direct parait impralicable; e'est pourquoi 
j'ai cru bicn faire de m'adresser a la tlieorie des integrales definies 
prises entrc des limites imaginaires (Chap. Ill) pour oblenir avec la 
plus grande facilile le developpement explicite, sans terme inutile, de 

-r^, en fonelion de x\ x'\ .. ., .r^'"^ y', y'\ .. ., y^"^\ 

Tavais aebevc tons les calculs de ceChapitre 111, quand Tetude atten- 
tive du travail deja analyse plus haut (n^ 11), el intitule : Siirla diffe- 
rentiation des fonctions de fonctions. Series de Biirmann, de Lagrange , 
de Wronski, par M. A... )>, m'a signale un rapprochement inattendu 
entre des methodes en apparence si differentes. L'auteur, comma je 
Tai dit, termine ainsi : 

9(.r-f-/0 — 9(.r) 
n 

J- ^'""' \n-nv>(r^ , ;■,^_:S[±l) »9(.r)^)^y(^)^..^V^-l9(^)^->D^F(^)^ 

n '" dli'-^ ^ 1 ^^.r -t- // jj _ - mn + u 

I!2I.../^![1)9(J')] » 

» Ce beau theoreme esl du a M. Wronski {Philosophie de la Technie, 
Section II, p. i lo). » 

Ce qui n'esl pour I'auteur qu'un beau theoreme devient pour nous 
nne marche a suivre pour arriver au developpement, sans terine inu- 
tile, du determinant (D) de Wronski. 

20. II est facile de comprendre quelle doit etre la demonstration a 
adopter. 

On commence par remplacer dans le determinant les quanliles 9(a), 
(p(;r)^ . . . par 0, O'S .. . au moyen de la formule elablie plus haut (1 1 ) 



1 .2. . .n 
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On remarque ensuile que de 
on deduit, en observant que 

d"' V ( X ) _ d'" V ( ,r -f- //)o 
dj.'"' " ~ dTi^' ' 

le developpement 

On est done amcne a multiplier les elements de la derniere colonne 
du delerminant, qui sont F'(,r), F"(.r) respeetivement par 

d/i'-' ' r' dh"-^"' 

Je renvoie, pour le detail du caleul, a Tarlide de M. A..., d'ou il 
est tire. 

21. Si j'avais trouve nu debut celle fornuile (11) dans Wronski, au 
lieu de ne la reconnailre qu'apresdes applications multipliees, je n'en 
auiais tres probablement rien su tirer. J'en donnerai pour preuve cet 
exlrait de V Encyclopddie mathernaliquc ou Exposition complete de toules les 
branches des Mathematiqaes d'apres les principes de la Philosophie des 
Mathematiques de Hoene Wronski, par A.-S. de Monlferrier (l. Ill, p. f\ i()- 

1i7-4i8). 

« Or, lorsqu'on donne a la variable x une valeur quelconque a de- 

lerminec par la relation o{x) = o, les premiers n)embres . . . sont los 

( oefficients Ao, A,, A., ... de la serie primitive 

(5?.) F(.r):^-Ao-4- .\, 9{.r) 4- Aj 9(.r)'-^- • • • • 



Ainsi t*es coeffic ienis auront pour expression generale, dans ce meme 
cas de o(«) — o, 

(H) (,>i) Ah- ' ' '^• 



iH" V dz\'-- 



niais, pour rendre cette expression independanle de la variable z, 
qu'on doit faire egale a zero apres les did'erentiations, il soffit d'ob- 
server qu'en donnant a la variable. r la valeur a el a la variable z la va- 
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leur zero ou x — a, on a evidemment 



dz? ' \ (iz? J \ dx? 

Ainsi, dans le cas cle 9(«) = o, qui est celui des valeurs des coefti- 
cienls de la serie (5 1)» Texpression se reduit definilivement a 

en indiqiiant par Tindice (a? = a) qu'il faul faire a? = a, apres les dif- 

ferenlialions 

« Nous ferons observer que cette conslruclion (54) des coefficients 
de la serie primitive (52) presente deja uiie anticipation sur le deve- 
loppenient definitif, que donne la loi de Wronski 

' ^ ^ X» id^ 9 {x) d^ 9 (.r)« d^ 9 {xf . . . G^f*-» 9 {x)V-^ dV- 9 {x)^] 

des expressions initiales 

r^M ( dV'¥{x) \__[ d^-^[^-v^Y(x-^-zy''] 

car on oblient immediatement une generation relative de ces coeffi- 
cients (5o) en developpant le coefficient general ci-dessus par la loi 

(19) d'»'{Yxfx) — Fxd^'/ix) H- m dFxd'"-^ /x + . . . , 

qui est la loi fondamentale du Calcul differentiel. On a, en effet, 



A, ' 



\<r^(x) ) dx~ \ 



^ ' iJ^' dx\^ » 

(:>:>) ^ __ ! \d^V(x) /x — aY IJ.- I dV-iF(x)^ \o(x) I 



_ I \ rii* r ix) / X — ay 



dxV--^ dx 



d^' 



.r — a^" 



( ^ — i)(> — o.) d\^-'F{x) _\^i^^) 
1 . 1 dx^ * dx^ 
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X — a 



niais ce developpement depend d'une fonction iuixiliaire ' . > de 

sorte que, pour arrivera la generation absolue du coefficient general A^x, 
c*est-a-dire pour n'avoir plus dans ce developpement (55) que les der- 
niers lermes ou les vrais elements de la generation en question, il fau- 
drait encore devclopper les differentielles 



.r — a\^ .. / .r — <7 \ i^ .„ / .r — a\^ 



d[—^\ , d-- r^—^] , rP 



• • • 



et, ce qui n'est pas le moindre inconvenient, comme, en faisant x=za, 

apres les differentiations, on obtient des valeurs indeterminees -> il 

serait encore necessaire, par des differentiations reilerees des numera- 
teurs et des denominateurs, d'arriver enfin aux derniers lermes ou aux 
elements ^/^(.r), rf-(p(.r), d^ ^(x), ..., ddnt la loi n'apparait nulle- 
ment au milieu de toules ces operations. II n'en est pas ainsi de Tex- 
pression (47) ou (19); elle donne immediatement les elements de la 
conslrticlion des coefficients en question et presenle ainsi la genera- 
tion absolue de ces coefficients. A la verite, il entre encore dans cette 
construction les differentielles des puissances de la function ^(a;)et 
non les differentielles immediates d':f(jc), t/^cp(ir), (P ^(x), . . . ; mais 
la loi qui donne les differentielles rf^^^r"*, moyennant les differen- 
tielles elementaires rfcp^, d^^x^ d^ (fx, ..., n'est qu'une extension 
ou plutot une transformation de la loi fondamenlale (n*' 19). » 

CHAPITRE II. 

22. La formule qui donne la derivee m'"°^ d'une fonction de fonc- 
tion etant relativement simple, il y aura souvent avantage a se ramener 
a cette formule. Je rappelle d'abord quelques-unes des formes dont elle 
est susceptible : 

y — fi^Of tt = o(.T), 

d"' V dv \ ' d^v I • d'" Y 
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(H) 



1 du'*" du 1.2 du^ ' ' ' \ ,'i, . .m du 



m' 



Ap = {upy'"^ — ^ {up-^y^'Ut -h . , .-h (— ly- ^PittY"'^ uf'^; 



d'"y V ("^*^) 



1 d'"y V 

( F ) / -r-^ =1.3.../;? > - 



1.2] L' •^" • -/^ J ^''.y 



,1, , Jix \ ,i,,.hi 1,9. .../ip diif* 

f /i,-4- 2/ij-h. . .-h aAa=^ //I, //, 4-//2-f-. . .-h /ia=^/'- 

Les applications etanl assez nombreuses pour meriter un elassement* 
je (liviscrai ce Chapitre en trois Parlies. 

Dans la premiere, j'utiliserai les formules pour plusieurs des fonc- 
tions elemenlaires. II devicndra evident que Ton ne peut eire arrete 
dans cetle voie que si ron,a affaire a des fonclions dont les proprietes 
ne sont pas assez connues actuellement pour donner lieu a cerlaines 
transformations de calcul necessaires dans tout problcme. 

Dans la deuxieme Parlie, je me bornerai a un seul exemple geome- 
trique tres simple et ires important relatif aux courbes planes. J'indi- 
querais bien des formules pour le cas des courbes gauches, maiselles 
ne me paraissent pas encore arrivees a un degre de simplicite suftisant 
pour que je les transcrive. 

EnPin, la derniere Partie sera deslinee a montrer combien il est 
facile de geueraliser la formule a deux points de vue differents. 

PREMlfeRE P.VRTIE. 

23 . Premier exemple : 

,r = L M, c*esl-a-dire u = c^, 

D'apres la formule (B), on a 

d'*\ 






dx 

p=l 



or 
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On a, par suite. 

[(«-„,)''F' = e-[."-f(.-.)''^...-(-.)"-/^."]; 

(I'oii le resultat connu 

d.r'^ du I . 'i L J J dir 

\ V p I d'* y 

1 .2. . ./? [^ I ^' ' J <'^«'^ 

Avec la notation des differences, ce resultat prend une expression Ires 
simple. 



P-.n 



dx'^ ^i.!2.../> duP 
P=i 

(Recueil complemenlaire d'Excrcices sur le Calcul infinitesimal, pa r M . Ti s- 
serand). 

22. Deiixieme exemple : 

Nous avons deja prouve que le resultat etait de la forme (n** 18) 

d"'r d'"y ,d'"-^y 



X'" 



dx"' ® du'" * du'»-^ 



II serait facile de verifier ce resultat; je me bornerai a cherclier de 
nouvelles expressions des coefficients c. 

Sachantque, dans le coefficient de -r^> qui est [U^ — '^o)''^'"^ 

m 

on peut inettre en facleur wf ^, il suffira, pour avoir le coefficient nu- 
merique, de remplacer Uq par i. On a une premiere forme du resultat 

. dp y 

y = m ifp :_ 

/, = ! 

J'appliquerai cette forme du resultat a Texemple tres simple 

u ^ x^. 
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Le coefficient de //'"~^ . ^^^_\. est egal a 



du' 



\ .'}.,. .{m — k) 



[(^._,)m-X:J.;n). 



Or x'^ — \ = (x '\- \)(x — \) et pour a? = 1, le facteur x — 1 s'annii- 
lant, on a evidemment 

[(.H_ i)'«-A ](/">= [(x -f- i)"«-*(a: — i)'"-^]<i''" 

m{m — i). . .(m — A' -f- 1) 

X {m — A) (//I — A- — 1 ) ... 1 . (m — A) ...(/?! — A: — A- -h I ) 2"*-*-^ 
m{in — 1 ) . . . ( //? — Si A -+- 1 ) 



I . 2 ... A* 



2'"-*^. 1 .2. . .(m — A). 



Les premiers terines de la formule manquant, ou pent Tecrire, en ren- 
versant I'ordredes terines, 



I .2 

/? ( /I — I ) . . . ( /I — 2 A- -+- I ) 
I . 2 . . .A 



(2.r)«-**/<«-^-^(M)4-.. 



)) 



(Cours (I Analyse de r Ecole Poly technique, par M. Hermile, p.Gi.) 
On pent encore transformer ainsi la formule qui precede : 






= iip(ixp— i). . .(fx/>— m -f- 1) 

~ ^fX(/> — I) [{l(/? — I) — !]...[//(/;— l)— 711 -+-i] -I-.. 

Adoptant les relations de Wronski, indiquees au debut (n"" i ) 

Ap/(x)=/(.r)-/(.r-;), 

il vient 
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en remarquant, bien entendu, que les differences sont prises pour 
raccroissemenl a de la variable (fx/?). Si Ton fail attention a cette 
particularite, on pent ecrire 



p — tn 

,r'" -7—!- =1 \ — ^ .[ uP 



1 



P=i 

Le cas le pluseleinentaire est celui oil Tegaliteexisteenlre Taccrois- 
sement [jl des differences et Taccroissement — i de la factorielle 
(a/?y"'"\ Ulilisanl alors cette formule Ires facile a verifier 

on a ce resultat sinriple : 

p = m 






dx'" ^ \P^^ duP 



Pour developper cette formule, il suffit de voir que 

ifn—Pfym—pH 

p — m 



[^p)m-p\-l _, (__ i)m-ppi 



d'" y , , ^ /n/'i-»«'«-/'i» I dPy ,,, 
^.r'« ^ ^ ^ i/"» x"^^P duP ^ '' 



Ce resultat n'est qu'un cas particulier de la transformation lineaire 
la plus generate, pour laquelle on obtient sans peine ce resultat : 



ax -\- h r/ \ 

a' X '\- b' - ^ V / 



= n 



<r-l> V/ iN»-n ' p [p-ri)..,{n--x) {ay~haJYa^-P 

dx'^ ~ " Zd 1% 1.2. ,,{n—p) {a'x^b'Y^P '' ^^' 

p = i 

Pour appliquer numeriquement cette formule, il faut remarquer que 

p(p -hi)..An — i) , , J . ,., rp* J 

— ^^- -T-- — ,— n a plus de sens pour p = n, mais qu il suftit de rem- 

i .2. . .{n — n) ■ ' ^ ^ 



(») ^. .9., t. Ill, p. 274. 

(*) roir CO resultat dans lo Cours de I'ltcole PolYtechnique^ par M. Ilerinite, p. 61. 
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placer celte expression par i pour que la formule s'applique de p = \ 
a /> = /^ sans exception. 

Je terminerai par une remarque qui me permettra d'utiliser la 
forme 

p = in 






dui' 
P = \ 

Otle forme se developpe, comme on sail, par 

a -h J3 4- . . . -h ). = w. 

Pour obtenir la formule (F) nous sommes partis de (w, w^ . . . UpY"'^ 
et nous avons ete obliges (n"9), ne voulant prendre cliaque lerme 
qu'une fois. de corriger le resullat dans le cas ou Ton aurait par 
exemple a = ^. Ici, comme il ne s'agit que d'une applicalion, et qu'il 
importe pcu que Ton ecrive plusieurs fois le meme terme, pourvu que 
lo resultat final soit exact, je n'aurai pas a tenir compte de cette cor- 
rection; il suffira de partir du developpement suppose elTeclue de 
(i/,//2 . . . UpY"*^ el de faire ensuite w, = w^ = . . .= Up. 

Cela pose, je considere le cas particulier ou \l est un nombre entier 
positif plus petit que w. Si /> > tx, il faudra supprimer dans le deve- 

loppement de(M''y"'^ nonseulement les termesqui contiennent i/"^//, 
mais aussi ceux qui contiennent u^''\ q > tx. 

Pour ne prendre que les lermes u^^^ iif^ . . . u'p qui contiennent 
'/i«'/2f . ..w/y? au moins a la puissance i , je remarque que tousces termes 
sonl divisibles par W| //^ . . . w^. II resle alors 

II vienl alors un polynome homogene de degree — />en //,, w^, .../',, 
dans lequel, d*apres la nature de la question, il ne faut prendre que les 
lermes qui ne sont pas divisibles par des puissances donnees des varia- 
bles 11^, m'j, ...,//jJ. On sail que, dans la theorie de reliminalion, on est 
aniene a compter le nombre de ces lermes el a le designer par une no- 
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tation speciale 

A(jL . .. A|j.AjiN(/?, w— /?). 

(Cours d'Algebre superieure, par J.-A. Serret, 4^ edition, t. I, p. 68.) 

25. Troisieme exernple : 

M=sin.r, J™ z= arc sin//. 

Si je pars de Texpression developpee de 



comme on a 

u'^cosa;, //"=::— sin or, w^"J= sin ( jr-f- a— | 

on voit (|ue, si Ton ecrit 



-sin.ry*a /— coScrV'j 
1.9. / \ I . 3 . 3 / 



7r\''«N 



sin( ./• -h 5c - j 



V^ (cos.r)^'i \ 1.9 / \ 1.9.3 / \ 1. 2... a 

^\ n T 1.2... //? r r I ... ; » 

' ^ 1,2.., hi i.2.../*j 1.2.../I3 i.2.../?a. 

/i, -f- 2 A, -f- . . . 4- (x/ifx=: m, //,H- /*j4-. . .4- /ioL^=Pf 

t*l par suite 

//,-t- 2/i3-h. . .4- (a — i)//a= w — />» 

Chaquc terme elant de la forme C cos^orsin''"^^, le coefficient de 
-y^ est forcement de la forme 

rtocos'^ J7 4- a,cos''~*a?sinj7 4-. . .4- ^p sin''^?. 

On verra plus loin que ce coefficient peut aussi s'exprimer en 
function de %\x\qn et de cos^/i. 

26. Quatrierne exernple : 

JT =: arc col u. // = cot X, 

On sait que, si Ton designe par C, ^v,, ei.^, ..., d.,, certains coefficients 
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numenques, on a 

.»-ui i- . . . ^/col.r ■ 'fi"CO\,r 

da- dx'^ 

(Cours (V Analyse de VEcole Poly technique ^ par M. Hermile. p. 337, 
338). 

d cot /' ^/" cot r 

liiversenient on peut resoudre par rapport a — >— > ••' — y-.v" '^^ 
equations du premier degre 

r/cot.r 

— ; — — I — coPj^, 

dx 

j-r— -.- col.r — col^r, 

3 dx- 

I d^coix dcoX.i 



_ — * (*ol* /• 

(> dx' dx -' '^^ ' 



. ^/'* COt.r , ^feot.r ., , . ^^ . 

dx^ * dx 

Le denominateur commun est une conslante ; par suite, le numera- 
teur ne contient x que dans sa derniere colonnc. Developpant suivant 
les (Memonls de cctle colonne et ordonnanl, on aura 



d" coin 

- — ^ aoCoi'^-^\T 4-^1 cot"^ ■+-. . .-h ci„ cotx -+■ a„^i 



dx' 



Or 



^j I a • • • I X 

• 

Pour former {uPy"\ on aurail a mulliplier des polynoines entiers dc 
degres a-f-i, ^-hr, ..., A + i; il viendra un polynome de degre 
a -h I -h ^ -f- 1 + . . . = /^ -h/>. Le resullat rentrera dansce (ype simple 

p.'.n 

d'^ Y V^ df* y 

717^ =2^ (».""""+ B, «'-"-■ + . . .+ B„,„) ^. 
p=l 
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27. Cinquieme exemple : 

J v/(i-a«)(i-X-'««) 

Je m'lippuierai sur le resultal suivanl : 

i /I -h I I 1.2.3 ^ 

^{l/» 1) , 

I.'2...(2/l— l) I.2...(2/^-^-I) 

Cetle formule permel de delerminer les dei ivees d'indices pairs de u 
en fonction de //, //'... au moyen des equations du premier degre 

M'*'»->) H- = B'// H- VJu^"-\ 



On tire de la, en remarquanl que le denominateur des inconnuesesl 
egal a i et que le numerateur ne conlient qu'une seule colonne oil 
entre Tinconnue u, colonne par rapport aux elements de laquelle on 
developpera, 

Pour les derivees d'indices impairs, je prends la derivee de la for- 
mule qui a servi de point de depart 

I ^ 1.2.3 I...(2/^ -H i) ^ ' 

On pent regarder X'(a;) ou u' comme une quantite eonnue, puisque 

X'(.r) — ix{x) ^^{x) — v/(i — w«)(i — A"'//*), 

et alors on a 

w'»«-») H- =r £/(B'-h C^/'"--), 



d'ou 



,^(i«-f-i)_^(,_ |^i)(,__^iwi)(<p^4_gj,^i^.__^^^^^i«). 



( » ) Th^oric des fonctions cilt'ptifjues, par MM. Briol el Bouquol, 2* 6dilion, n* 285, p. J64. 
j4nn, de I'fic, I^ormale. 3« Serie. Tome H. — Mai 1886. 23 



frH F. >iAR4:HA:in. 



/ 



Hftvf'h^ui m;iinlf*nanl ^u r;ilciiU 



//'*)'" >, "' //^...//', 3r-r- S— ...— /- /^/. 



V »' 



Si /// f.sf f>J«ir, iifi noml>rf^ p:»ir rie quantiles a, 3 '/. est impair 

(V^f}rh< \n rfhiion a -f- ^ -t- . . . h- a == m; clone,, p^is <le r;iJi<:al. Si m 
osi impair, iin nomhre impair den qii^^nrites a, 3, . . . , "a est impair: on 
» Jonr Ift radical ^n facleiir. 

Si mainlrnant, m etant pair, p est au.ssi p.'Jir, le nombre iles cjiian- 
lif/'i« a, ... impaired etant pair, il en reMe un nomhre pair qui sent 
pairf!S, ptmi]ucMei% doivont fiire en nombre />, d'apres la convenlion 

inHiqn/'f! par //. On n*a que u^ comrne inconnne. 
Kfi r/'sriffM!, on a les lypfs suivanls : 

m f.u (/it, h /itu^ ^ . . . It liH"'^^'') -r— :- 

fit P -hi y 

d}Py 



V(i — /<*)(! A«(/«)(Xo-+-X,//«-^...4-/w"'^-/'->) 



iu*p 



DKiiMfcMK r\iniK. 

^iH. Jo (losignerai los roonlonnccs (i*une courbe plane quelconque 
pnr 

% olnnl r«rr oompio \\ parlir d'une cerlaine origine. Appelant (o Tin- 
vorwi* ilu rayon do oourburo ol /< Tangle quo fail la langenio a la oourbe 
avoc Taxo <h\H .t\ on sail que 

'/.r . , f/i/ 

1.0 dtH'tsloppomoni do ,r ol do ^v do la courbo suivanl les puissances 
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croissanles de Tare exige la connaissance des coefficients 

M 



(s-).' " 



ds" 



1 



On sait, crailleurs, qu'il s'agit d'exprimer ces coefficients en fonction 
e (o, -7-> — 

ds 

Je rappellerai aussi que I'on a, si // = o pour ^ = o, 

. „ ', = M cos w 4- N sin w, 
, ^ \ =1 — M sin 1/ 4- N cos u. 

Je calculerai, par exemple, , ^^', * Le resullal relatif a y s'en deduit 

immedialement. 

La formule (C) donne immediatement 

^"(cosw) . -.dcos>u I , ,w«,^*cosw 

ds"" ^ ^ du 1.2^ ^ du^ 

dx 

ou bien encore, puisque cosw = ^' 

— — - nz-- (//) ■ sin« — ^^ — - — COS// -f- -^^ — ^^r sin// -h -^^ — V-/ cos// — . . . . 
f/5"^* 1.2 r.'i.S I. a. 3. 4 

Alors, en designant par X,, Xa, . . . , X^ y entiers posilifs non nuls, 
on a 

^ ^ /, -I- AjH-. . . 4- Iq — n. 

Si Ton veut ecrire separement M et N, 



M 



I.^l 1.2.0.4 I.2.3.'|.D.O 



I 1.2.3 1.2.3.4.5 



. • . • 



i8o 
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Application mimerique, — Je prendrai, p.ar cxemple, 



l\'4 



-7--- — — ( w )^* sin ^/ — cos u H T- sin f/ h- -^^ — v-7 



cos//. 



Pour (//-)*, on a a resoudre en nombres enliers X, -f-X^ = 4» ce qui 
donne (la valeur o n'etant pas admissible), soil A, = i, \^= 3, soit 
X, = 3, X2= I, soil X, = X2= 2. J'ecrirai done, pour abreger, 



p. 

( m')'*) = -i [ M, I/, U\ 4- M, Wj «/ J -h W, //, iij ] = ( I . 2 . 3 )* ( //' )* ^/\ 

d'apres le lemme du n"" 3. II en resuite done, en inlroduisant, au lieu 
de Uy rinverse du ravon de courbure (o = n\ 






= [— !\(xy^i' — 3(k)'*H- w*] cosw H- [— 0)"-!- 6fi)-o)'] sin w. 



,Y =— [— /♦WW"— ^«'>'*H-^>*] siuM 4- [— 01"* 4- ()a)*&)']oos^/. 

29. Si Ton eonsidere maintenant un poinl mobile, qui decrive la 
courbe plane, les projections de Tacceleralion d'ordre n sur les axes 
seronl 

—=—■ = (i cos u 4- H sin M, 
at" 

^ =: — (j sini/ 4- H cos «, 



^/ 



G el H elant des fonciions de (o, o', ... et de (^ = ^, r', . . . . 
On a d'abord 



dt 






dv 



(is 






I .2 



r/j« 



I .2. . ./t 



(^«)(/il 






Si Ton lienl compte des valeurs obtenues dans le paragraphe precedenl 

dx d^x 



d'^x 
'dF 



= (i)^'*^ COSM 4- 



(sPyn) 

\ ,1, , ,p 



— (a)'''-*) sinii — — cos*/ 



1.2 
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oil encore 






( 1 . 9, . 3 L ' • 2 J 1 . 2 . 3 . 4 L ' • '^ J 1.2.3.4.5 

I 1 . 2 . 3 . 'j L ' 1.2.3 



r .2 



i\{i) 



1.2.3 



1 .2 

) 



1 . 2 . 3 . 4 J 



• ) cos a 



• [ sin//. 



Je n'ecris pas les derniers lernncs de la parenlhese (>^)", ... parre 
qu'il peulse presenter deux cas differenls, ce qui compliquerait I'ecri- 
lure de la formule generale. Dans un exemple parliculier il ne peul y 
avoir aucune difficulle. On s'arrelera quand on sera conduit a ecrire 
^^/-ly/i) Dans la parenlhese qui multiplie (sf")"', savoir 



ou bicn 



(u^yp-i) ^ (u^yp-^) 
1.2 J .2.3.4 



I 1.2.3 



-t- 



on s'arrelera aussi quand on sera cond'uit a ecrire 
Application numerique. — On veut obtenir 



— - = G cos w -4- 11 sin //, -^ 



dt 



La formule se reduit a 



de 



=:— G sin// -h H cos//. 



dt^ 



(^)^^— ^— ^ ^^ — 3 , - — — cos// 

L' 1.2.3 1.2 1.2.3.4 1.2 J 

(i')<*) (/iM<*^ . (.v»)(^) (//»)(») {s'*y'> \ (n'y^) (w^l) . 

■ ~r" Ti 7 1 o I / Sin //. 

I .2.3.4 L ' I .2.3 J ) 



1 .2 



J .2.3 I 



D'apres des calculs deja fails (28), 



(5)<*) -■= 



^ 



dt' 



•.^,t^ O f^^^ .V^^C\* 

(,«y..^8c^-^0(^): 



dK> 



(m«)(*)=i.2.w*, (!/*)(») = 6coco', (//»)<»)=ii.2.3.w'; 
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par consequent, 






-f-r^o."— <.)-^) 
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30. La formule generale rolalivc aux fonclions de fonclions esi 



y 



(<:) 






d'" y 

dx"^ ^ ^ du 



u - 9(.r), 



I . '.i 



du' 



line premiere maniere de la generaliser consisle a examiner le cas ou 

La meilioile, deja indiquee dans les articles signales plus liaut de 
M. A., ancien elevcde TEcole Polytechnique, n** 11, el de M. E. Cesaro, 
n" 12, consisle a remarquer que la formule (C) donne successivemenl 



d'^'y , ' dy (rM "'> d^y 
dx'^ ^ ' dv I.J r/c* 



diP ^"^ dlt 1.2 du^ ^ • 



d'"y 



I . a ... //I 






(liP)(/'5 c^Pv 



I .2. . ./> <///'' 



On ohlienl done, en remplaQant dans Texpression de 

dy d^y , , 

vees ^> ^-j .-. par leurs valeurs, 



d*» y 

dx^ 



les deri- 



d'^Y 
dx"' 



p — nt 



A/, 



((./»)('»•) (iiP)(p) 



I . :i . . ./; I . 'i 



1 .'a. . .^/i; -h J) 1.2.../? 

I .2. . .(/? -t- 2) I .2. . .p 
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Si Ton pose 

(tin"' _ ,1, (^^n^'' __ „, 

on obiient 

p — HI 
Ci'fi y Y^ ^ , fiP y 

On retrouve ainsi un resullal Ires peu different tie celui que M. E. Ce- 
saro deduil de ses formules isobariques (Noindles Annates, p. ()2, fevrier 
i885). 

3t . Le cas le plus simple est celui oil Ton a 

II ne s'agil alors, commc precedemnient (n® 28), que d'un change- 
menl de la fonction r, la vai^iahle independante x etant conservee. 
J'examinerai seulenienl ce cas tres simple 



y — u-\ «-9(.r); 



on a 



ax'" du 1.2 du^ i.2...m aw"* 



iroii 









J'appliqucrai cetle formule au cas m = 4, qui n'exigera aucun calcul 
nouveau. On a trouve (n° 28) 

Ayant fail ici le calcul avec la convention w, je crois ulile de rcmar- 
quer qn'il est facile de s'cn dispenser dans le probleme actuel, 

(m-i)(«0-— ._ 
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Or, d'apres cetle remarque, Ires imporlanic et sur laquelie j'ai deja 
insiste, que le hut est sculement de supprimer les termes en w, on a 

(uf)'" :^[(ii — ff^)P]'" ===[iiP}"' — ^ (iiP-^y*''' u-h ^^^^ ' ^— {tiP-^y'" //* — .... 

Le numerateup de (w*)"* pcut alors s'ecrire 

— (m) "»W/"'-»-i-[(w«)''"^ — 2( //)"•//]//'« » 

Les quantites (//)"', (//')"" , . . . ayanl pour coefficients les sommes des 
coefficients de la fornmlc du binome, il vient 



V "^ ) ' - - —— - -I- 



m 



1.2 //- 1.3.3 m' 

Celte formule, contenant un plus grand nombre de termes que la 
precedents qui disparaitraient dans les reductions, pent donner des 
calculs plus longs dans un exemple nurnerique. Dans un exemple theo- 
rique, elle sera souvent plus avantageuse, Thvpotbese t/ etant difficile 
a rca I iser a /^nbn. Je me bornerai a un seul exemple pour juslifier ce 
point de vue. 

32. Exemple : 

1=: secx= (cosj:-)-*. 

On a d*abord 

^'"secj? m(m H- i) (cosjr)t"*> (m— i) m(m -i- i) (cos^x)^"*' 

r/.r"' I. a cos*»r i.'2.3 cos'.r 

II semble difficile de donner Texpression algebriquedu second membre 
en fonclion seulement de sino- ct de cos.r. On a, en efiet, a exprimer 

(cos/'x)"">. 
Je rappellerai la formule 

p 
iP-^ cosP.T — cospx H- - cos(/> — 2) a- 4- 
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Elle permet de remplacer CDS'* a? en fonction de cospx, cos(p — 2)x, . . . , 
ce qui permet de trouver Texpression algebrique de la d6rivee m*^"*. 
On pourrait ensuite revenir des cosinus des multiples de Tare au sinus 
et au cosinus de Tare lui-meme. 

Je n'insislerai pas sur ce calcul, me bornant a remarquer qu'il con- 
duirait a la solution d'une autre question plus importante : 

— . .„ = -li— ;;: [sin j? cos jt-H 

ax"» I rfx'"-* dx 

33. La formule de Maclaurin, qui a servi de fondement a toutes les 
formules precedentes, s'etend si facilement au cas de plusieurs varia- 
bles independantes, que je crois inutile de demontrer qu'elle donne- 
rait (4). 

(C) j . ^--i-[(«.)."..^-^.(«.>o^^^(.-.)<..^]^... 

le symbole (a*^")^"*^ signifiant qu'on forme 

dxP dy^ 

et qu'on supprime dans le developpement tous les termes qui contien- 
nent u^^u, ^®^^. 

D'apres les explications donnees au debut, il suffit d'ecrire, en per- 
mutant uQix.v et j, 

d'^ z dz • dz 

= (^)(-)^H-(j)(-);^-+-.... 



duPdi^ ^ ^ dx ^'^ ^ dy 

et de donner successivement a /? et ^ toutes les valeurs entieres et po- 
sitives (zero non excepte), telles que p-hq = m, p -h q = m— i, ..., 
p-hq :=i pour avoir un nombre d'equalions du premier degre suffi- 

yina. tie I'Ec. Norm, 3* Serie. Tome HI. — Jcin i886. ^4 
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saiU pour donner, sous forme de quolient dc determinants, Texpression 

f'^ y „ / ., en Ibnclion dc (af-y^Y et dc , ^ " - s - 

Je n'ecrirai pas, a cause de sa longueur, cette formule qui sc deduit 
presque immediatement des determinants (D) et (E) du Cliapitre 1. 
J'obscrverai, ccpendant, que la methode suivie des le debut a Tavan- 
tage de s'appliquer sans modification au cas de plusieurs variables. 

Wi. Eivempk. — Pour montrer que la formule (C) generalisee n'est 
pas inapplicable, je retrouverai, en m'appuyant sur elle, un resultat 
connu 

y — yx -i-dj, 
f^z fPz , ft-z d^z , 



- = 9(^/) J ,,__^ 



d'z d'z o^d^z_. .^o.^d^z , 

d^z __ r/«£ d^z ^^ , d'z ,^ 

dy* "" rf;r'* "^ "^ ^ t/x' ^y^' '^'^ "^ ^/v'« "^ 

» (Cours d* Analyse de I'Ecole Poly technique, par M. Hermite, p. 87). » 
Jc rappelle d'abord la formule 

).=r;;, 

d'"z V I f/ -.x, .fl^z I -. ,. ^A:; 1 



dans laquelle 



^ ^ dxP dv'i 



Or ici, com me // = a.r -+- j3 v, r = yx* -+- 5v, 

on ne pcut prendre que Tbypotbese X = m. Comme les seules derivees 
qui inlerviennent, i/^, //'^, f'^, ^^, sont des constanles, on realisera tres 



• • 



simplement rbypothese w, v en faisant j? = j = o dans le resultat, ou 
encore en ne considerant que le terme en o?^ v^- 
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II suffit done (le prendre dans eliaque produit u^i^"-^ le coefficient 
de xPy^ que Ton multipliera par 1.2. . .p.1.2. . .q. 
On a 

m — UL 

II est bon toulefois de remarquer que la premiere lormule est illusoire 
pour (x = o, la deuxieme pour (jL = m. Si Ton veut obtenir pour les 
coefficients du binome une expression qui subsiste meme dans ces deux 
cas parliculiers, il n'y a qu'a adopter les conventions enoncces par 
M. Serret dans son Algebre superieure (4* edition, n° 66) 

^. , . 1 . 2 . . . ( n -f- /?i ) 

(( jN(//,m)=: ^^ > 

1 . 2 . . . /1 . 1 . 2 . . . /w 

N(o,m)==i, 

N(/2,o) =1, 

N (O, O ) =: I . » 

On obtient 

1 . 2 . . . ( /w — p) ' 

+ ft «!t-i 3 ('n-iJ.)...[m-ix-{m-p-2)] j^^, g.,„_;.., ^ 
I ^ i.2...(m — p — i) ' 



= ^.rPf 



Remarquons que, si p.>/>» le premier terme de la parenthese n'existe 
pas. On le reconnaitra dans une application particuliere en convenant 
de supprimer tons les termes ou Tune des letlres a, ^, y, S aurait un 
exposant negaiif; ici Ton aurait, si/>> (x, y^^-''), et Ton n'ecrirait pas 
ce terme. 

En resume, il vient 

djcPdyi ^ du'" ' di>"' 

j^ i.2.../jL.i.2...(m — /jl)L i.2...(m — />) ]du^di'"^-\ 
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Si Ton prend Ic cas parliculier de 



m =z 2, 



c/est-h-dire 

on a d'abord, pour/) = 2, y = o, 

et ensuite, pour /? = i , y = i , 

II est, je crois, inutile d'insister pour prouver qu*on retrouve tres 
simplement le cas particulicr indique, apres avoir resolu prealablement 
la question generate dont il depend. 

(.4 sui\'re.) 



ETUDE 



sun 



LES SURFACES GAUCHES, 



Par M. Ed. DEWULF, 

COLONEL DU GENIE. 



M . Mannheim vient de publier, dans le Journal de MathemaUques de 
M. C. Jordan (1886), un Memoire d'Optique geometrique, oil il fait un 
cnoploi constant et heureux d'un point remarquable, qn'il nomme /^oin/ 
representatij . J'ai, de mon cole, trouve la notion de ce point des I'annee 
1872: j'ai meme redige, a cette epoque, une etude sur ce point, que 
je nomm^Jxs centre perspectif; cette etude n'a pas ete publiee jusqu'ici. 
Je crois qu'elle pent encore offrir de Tinteret a ceux qui s'occupent de 
Geometric : c'est celle que je donne aujourd'hui; je n'y ai ajoute que 
Taddilion qui la termine. 

Gomme on le verra, la marche que j'ai suivie est bien differente de 
celle de M. Mannheim. J'etablis la notion de centre perspectif en ne me 
servant que des definitions de la surface gauche et du plan tangent; 
j'en deduis les notions de point central, de plan central et de paramelre 
de distribution; je demontre ensuite quelques proprietes interessantes 
des centres perspectifs. Enfin, dans Taddition, je montre comment la 
theorie du centre perspectif conduit facilement a celles des normalies, 
de la courbure des surfaces et des pinceaux de rayons. 

1. Une surface gauche est une surface engendree par le mouvement 
d'uiie droite, dout deux positions successives ne sont generalement 
pas dans un meme plan. 
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Soienl 

S une surface gauche; 

A une (Ic ses generatrices; 

A' et A" deux positions consecutives a A de la generatrice; 

(JL un point quelconque de A. 

La droite A est evidemment osculatrice a S, c'esl-a-dire qu'elle la 
renconlre en plus de deux points consecutifs; le plan tangent a la sur- 
face S au point [x passera done par A, quelle que soil la position de [l 
sur cette generatrice. La droite qui passe par ja et qui s'appuie sur A' 
et A", contenant trois points infininoent voisins de la surface, sera la 
seconde osculatrice et determinera avec A le plan tangent en (x a S (*). 
Reciproquemcnt, un plan quelconque M mene par A sera tangent a S 
en un point de cette generatrice, et la droite tracee dans le plan M par 
les points oil il coupe A' et A" rencontrera A au point de contact a. II 
est done evident que, le long de la generatrice A, tout point (x deter- 
mine un seul plan M tangent ^ S, et que tout plan M, passant par A, 
determine sur cette generatrice un seul point de contact [x. La serie de 
points [X et le faisceau de plans M forment done deux figures projec- 
tives. 

On sait que tout le systeme des couples d'elements correspondants 
de deux figures projectives est completement determine si Ton donne 
trois couples d'elements correspondants. Supposons done que Ton 
donne trois points (X|, (x^, tx, de la generatrice A et les plans tangents 
correspondants M|, M^, M,. 

Pour eludier la relation qui lie les points [x de A aux plans M, 
imaginons un plan P perpendiculaire h A. Le plan P coupera le fais- 
ceau de plans M suivant un faisceau de droites m; le faisceau m et le 
faisceau M sont projectifs et egaux, la division des points (x et le fais- 
ceau m sont done projectifs, et on pent les mettre en perspective dans 
un plan quelconque passant par A, c'est-a-dire les placer de maniere 
que chaque rayon nin du faisceau m passe par le point correspondant (x„ 
de A. 

L'angle des deux rayons nin et m^' du faisceau m mesure Tangle des 

(*) Cremona, PrcUminari di una teoria gconictrica dclle superjtcte, p. 4i» 
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plans tangents M^, M;^^; done, apres la mise en perspective, les rayonsm 
fornfient entre eux des angles egaux aux angles que forment entre eux 
les plans tangents a S aux points [jl, oil ils coupent A. 

Pour meltre la division [x et le faisceau m en perspective, decrivons 
sur (Xf [X2, dans un plan quelconque passant par A, un segment capable 
de Tangle m^m^y et sup [XjfXg un segment capable de Tangle ma/w,.Ces 
deux segments se couperont en un point p qui sera le centre du 
faisceau m mis en perspective avec A. 

Ne consideronsplus maintenantque la figure du plan/; A. Du point/; 
abaissons une perpendiculaire pc sur A et faisons tourner le rayon m 
autour de p de gauche a droite, a partir de /?c, de maniere a lui faire 
occuper successivement les positions /W|, m^^ m^^ . . . (fig. i) qui deler- 



Fig. I. 




minent sur A les points [jl^, jx^, [x,, ...; les angles (x,/^, tXa/^c, 1x3/?^ 
vont en augmentant a mesure que le point [x s'eloigne vers Tinfmi, et 
prennent toutes les valeurs de o^ a 90*^. Si la rotation continue, le 
point (X revient de Tinfmi en passant par les points a',, a.,, fx'3, . . . pour 
alteindrec, et les angles des plans tangents correspondants avecle plan 
tangent en c varient de — 90^ a — o^. Done, si Ton fait abstraction 
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des signes, les plans tangents a S en des points egalement eloignes 
de c font des angles egaux avec le plan tangent en c. 

Cette symelrie justifie les noms de point central donne au point c par 
Chasles et de plan central donne au plan tangent en c par Bour. Nom- 
mons, en outre, centre perspeclif de A par rapport a S le point />, et 
rappelons que la longueur />c a ete nommee paramitre de la generatrice 
par Chasles (*). 

II resulte de ce que nous venons de dire que : 

I ^ La projection da centre perspectif sur la generatrice correspondante 
est le point central de la gdneratrice; 

2** Le plan central est normal au point a Vinfini; 

3" La tangente trigonomitrique de Wangle du plan tangent a S enun 
point de A a{^ec leplan central est proportionnelle a la distance de ce point 
au point central. 

Si Ton nomme 9 Tangle de ces deux plans, p la longueur pc et / la 
distance au point c du point de contact, on a 

/ 
lang9=:-; 

si, parle point /?, on eleve une perpendiculaire a/?[x, elle coupera A en 
un point [x', le plan tangent en [x est normal en [x'. Les points [x et [x' 
forment une involution dont les points doubles sont imaginaires et dont 
le point c est le point central. La dvoite p[i/ a ete nommee la droite 
auxiUaire de [x par M. Mannheim dans son Memoire sur les pinceaux 
de droites (^). 

Done : le^ droites auxiliaires de tous les points d'une generatrice passent 
par le centre perspectif. 

Si du point central comme centre, dans un plan perpendiculaire a A 
et avec le paramitre de la generatrice comme rayon, nous decrivons 
une circonference, ses points jouiront de cette propriety que, dechacun 
d'eux, on voit un segment [i.„ (x^,' de A sous un angle egaldcelui des plans 
tangents a S e/i (x„ et (x„'. 



(*) De L\ GouRNBRiE, G^onuAHe descriptive, U* Partie, p. 144. 
(*) Journal de McUh^matiques pures et appliques, 187a. 
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Dans un plan passant par la generatrice A, il y a deux centres per- 
spectifs symetriques par rapport a A; ils correspondent a des para- 
metres de la generatrice de signes contraires. 

2. Supposons que deux surfaces gaudies S< el S^ aient une genera- 
trice commune A. A tout plan M, passant par A, correspondent un 
point [X de contact avec S^ et un point v de contact avec Sj. Les points tx 
et V forment deux divisions involutives, les plans tangents aux points 
doubles ^ et / de ces divisions sont communs aux deux surfaces. 

Done : deiix surfaces gauches, qui ont une generatrice commune, sont 
tangentes Vune a Vautre en deux points de cette generatrice qui pem^ent 
Hre reels J dislincts ou coincidents, ou imaginaires, 

3. Nous allons chercher maintenant dans quels cas ces points de 
contact sont reels et distincts, reels et coincidents, ou imaginaires. 

Nous allons supposcr d'abord que les surfaces S, et S^ ont le meme 
plan central. Soient/?, eip^ les centres perspectifs de ces deux surfaces 
relativement a leur generatrice commune A, ces points etant pris dans 
le plan central commun; soit aussi le point d'interseclion de la 
droite p^p2 avec A. 

Prenons un point quelconque \k sur A, Tangle />i [x/?2 est egal a 
/?2 [jLCa — />, [xc, ou egal a 90"— [i./?2^2 — (90^— (^/^i^i)» ou encore 

P\ V-P2— l^Pl^l — l^PiCi. 

Si nous convenons de compter les angles des plans tangents, en un 
meme point [x de A, a partir du plan tangent a S,, Tangle />^ (x/?2 est 
egal et de signe contraire a celui des plans tangents (Jig* 2) quand le 
point [X de A est sur OX; il est egal k cet angle, et de meme signe que 
lui, si le point [x est sur OX'. 

Par les trois points (x, /?,, p.^ faisons passer une circonference : elle 
coupe la generatrice A en un second point v, et les angles des plans 
tangents en [x et en v sont egaux el de meme signe. Les points [x et v 
forment une involution sur A, le point est le point central de cette 
involution. Soient d et d' ses points doubles (d etanl sur OX, d' sur 
OX'); les circonferences dp^p^, d' p^p^ sont tangentes a A en c? et d' . 

Supposons maintenant que le point [x parcoure la generatrice A en 

Ann. de V P:c, Normale. S'Serie. Tome lU.— Join 1886. 25 
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partaiit du point a I'infini sur OX et se dirigcant vers le point a Tin- 
fini sur OX' en passant par 0. L'angle des plans tangents en [i. aux 
deux surfaces est d'abord nul; puis il croit jusqu'a cc que [x atteigne 
le point d; ensuile il decroit quand (jl, quitlant d, se rapproche de 0, 
oil I'angle devient de nouveau nul. Quand [x continue son niouvement 

Fig. a. 




sur OXS Tangle des plans tangents change de signe, et sa grandeur 
absolue croit et atteint son maximum quand [x arrive en d'; puis cette 
grandeur absolue decroit jusqu'a ce que [x parvienne a Tinfini, oil elle 
est de nouveau nulle. 

Ainsi, en valeur absolue, Tangle des plans tangents, en un meme 
point de A, a deux maxima : Tun d'eux correspond au point d^ nous 
le nommerons Q; Tautre il' correspond au point d'. Les maxima 
et 0' sont de signes contraires. 

Nous avons suppose jusqu'ici que les plans centraux des surfaces S^ 
et Sj se confondent en nn seul; imaginons maintenant que Ton fasse 
tourner la surface S, autour de A dans le sens positif jusqu'a ce que les 
plans centraux fassent un angle y). L'angle du plan tangent a S^, en 
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nn point quelconque [x avec le plan tangent en [x a S| est augmenle 
de Y). Si done nous nommons i le nouvel angle des plans tangents, en 
un meme point de A, a S, et a Sj, on aura 

e — n^p^ixpt ou enzyj -H/?j|UL/?j. 

L'angle/?, [x/?2 doit etre pris avec son signe, qui est negatif quand (jl se 
trouve sur OX et qui est posilif quand [jl est sur OX'. Nous pourrons 
done ne considerer que les valeurs absolues de Tangle /?^ tx/?2, a la con- 
dition d'employer la formule 

quand [x est sur OX, et la formule 

quand tx est sur OX'. 

Supposons que (x parte du point a Tinfini sur OX et se dirige vers 0. 
L'angle £, d'abord egal a y], decroit et alteint son minimum quand [x 
est en d, oil Tangle devient y] — Q; puis cet angle croil et devient de 
nouveau y] quand [x est en 0. Au dela, e croit d'une maniere conlinue 
jusqu'a r^ -h Q\ puis decroit jusqu'a y]. Done : 

Si Y] < Q, il y a deux points sur OX oil Tangle e est nul. 

Si Y] = Q, ces deux points se confondent en un seul. 

Si rj > Q, les points de contact n'existenl plus. 

Pour conslruire les points de contact, il sufTit de tracer sur p^p.^ un 
segment capable de Tangle — y] : ses points d'inlersection avec la gene- 
ralrice A donnenl les deux points de contact. 

II est important de remarquer que nous avons suppose les centres 
perspectifs situes d'un meme cote de A, ou, ce qui revient au meme, 
que les parametres de A par rapport a S, et a S^ sont de meme signe, 
ou encore que les plans tangents a S, et a S^ en un meme point (x de A 
tournent dans le meme sens quand (x se deplace. Dans le cas contraire, 
il est tres facile de voir que les points de contact des surfaces sont tou- 
jours reels. On pent enoncer les theoremes suivants : 

Si deux surfaces gauches Si et 83, ay ant une gelneratrice commune A, 
sont telles que leurs vlans tangents, en un m^me point [i de A^ toument en 
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sens contraire qiiand le point (x se deplace, elles se touchent toujours en 
deux points reek de A. 

Si leurs plans tangents en un point (jl toument dans le m£me sens quand 
a se deplace, ces deux surfaces se touchent en deux points reels et distincts 
si Y] <^ Q ; en deux points reels et coincidents ^ 5i Y] = Q ; en deux points 
imaginaireSy sir\^Q dans le cas oil V angle r\ de leurs plans centraux est 
positif. Dans le cas oil r\ est negatif, les points de contact sont reels, dis- 
tincts ou coincidents, ou imaginaires, selon que Von a 

Rappelons que Q est le plus grand angle negatif des plans tangents 
a S| et Sa aux memes points de A et que 0' est leur plus grand angle 
positif, quand les plans centraux font un angle nul. 

Si Ton veut trouver les points oil les plans tangents aux surfaces en 
des points de A font un angle a o, il suffit de decrire sur p^p^ un 
segment capable de Tangle 9 — y). 

4. Si Ton fait tourner Tune des surfaces, S^ par exemple, autour de 
A, les points de contact se deplacent et ferment une involulion qui a 
precisement pour points doubles les points de contact qui corres- 
pondent a Y) = Q. 

5. Nommons e et / les poinls de contact, sur A, des deux surfaces 
gauches S, et S3 (Jig* 3) 

p,ep^—p^lp^:=zr\; 

done : 

La distance qui separe les centres perspectifs des deux surfaces gauches 
S, e/ Sg, qui ont une generatrice commune, est vue des points de A ou les 
surfaces sont tangentes Vune a V autre sous un angle egal a I'angle des 
plans centraux des surfaces, 

6. On voit aussi que : 

La distance qui separe les points de contact de deux surfaces gauches 
sur leur generatrice commune est vue des centres perspectifs des deux sur- 
faces sous un angle egal a celui des plans tangents aux deiuv points de 
contact des surfaces. 
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7. II resulte de ce dernier iheoreme que : 

Toutes les surfaces gauches qui ont une generatrice commune A , et qui 
sont tangentes en deux points fixes e et I de K a Vune d'elles S, , ont leurs 
centres perspectifs sur la circonfcrence qui passe par les points e et I et par 
le centre perspectifp^ de A par rapport a S< . 

Fig. 3. 




<'A 



8. Designons une quelconque de ces surfaces par S""' et menons a la 
circonfcrence des centres perspectifs <?//?, les tangentes M/w et Nw per- 
pendiculaires a A et coupant cctte droite en m et n, 

Les points centraux de A par rapport a toutes les surfaces S*^' seront 
compris entre les points m et n, qui sont toujours reels. 

9. L'angle MeN mesure Tangle des plans centraux des surfaces S*"' 
qui ont m et n pour points centraux; done : 

Les plans centraux des surfaces S^' qui ont les points limites m et n pouf 
points centraux sont rectangutaires. 

10. Nommons 2rfla distance des points limites des points centraux 
des surfaces S'^' et tragons le diametre Ip^ de la circonfcrence des centres 
perspectifs; le triangle elp^ donne 

el=: 2dsine; 
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done : 

La distance qui separe les points de contact conumins sur A , a toutes les 
surfaces S""' est egale a la distance des points limites des points centraux de 
res surfaces imdtipliee par le sinus de l' angle des plans tangents communs. 

On a done loujours el<^mn, 

1 1. On voit aiissi que : 

Parmi les surfaces S*^', celles qui ont le plus grand parametre pour la 
generatrice A ont leur point central en 0' a egale distance des points e et I. 

12. Parmi les surfaces S^', celles qui ont le m^me parametre pour A ont 
leurs points centraux a egale distance de 0'. 

13. Considerons loujours un systeine de surfaees gaudies S**' (Jig- 3) 
ayant une generatrice commune A et loutes langentes entre elles aux 
points fixes e? et /de A; leurs points centraux ont pour points limites m 
et n. Supposons que Ton veuille trouver le point central Cj. des sur- 
faces S^J dont le plan central fait un angle y] avec le plan central cor- 
rrspondant au point limite m. 

Prenons sur A un point B comme origine, et posons 

Le centre perspectif correspondant a Cj. sera sur la circonference des 
centres perspectifs, enpj,, sur la perpendiculaire elevee en c^. a A. Nous 
Savons que 

le triangle />j,NM donne MN = ^^^^, mais Pj.N = -^^^> done 

^ ' COSY) ^^ COSY) 

MN= '^" 



cos*ri 

RemplaQons MN par 1^ — 1^, c^n par l^ — .r, nous aurons 

/ ^ 

/» — /t == ' ^ ) d'ou j:'=: /jsin'r) H- /, cos'y). 

Cetle relation est semblable a celle qui lie les plus courtes distances 
d'un -rayon aux rayons infiniment voisins d'un pinceau et qui est due a 
Hamilton. 
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Cette analogic n'est pas la seule que Ton remarque entre les iheo- 
remes demontres dans cette etude et ceux que donne la theorie des 
pinceaux de rayons ( * ). Nous nous proposons de revenir sur ce sujel. 

Addition. — Nous avons vu (I) que le point central de la genera- 
trice A d'une surface gauche S est la projeclion, sur celte generatrice, 
de son centre perspectif, et que le plan tangent a S au point central c 
est le plan central. Les plans tangents a S en des points de A egale- 
ment eloignes de c sont egalement inclines sur le plan cenlral. II resulle 
de la que /e point central de A est aussi le pied de la pliis court e distance 
entre X et la generatrice in/iniment voisine A'. 

Nous avons vu aussi (7) que les surfaces gnuches S, ayant une 
generatrice commune A, qui sont langentes entre elles aux points 
fixes ^ et / de A, ont leurs centres perspectifs sur une circonference 
passant par les points e et /. Les surfaces dont les centres perspectifs 
sont aux points e ei I ont leur parametre nul et, par suite, ont m^me 
plan tangent en tous les points de A. Cela veut dire que la generatrice 
infmiment voisine de A coupe cette generatrice, et.le point d'intersec- 
tion est le point central. 

Cela pose, soient une surface quelconque ^, a un de ses points. Par le 
point a traQons une courbe quelconque sur 2; la surface engendree par 
les normales a 2 aux points de celte courbe est generalement une sur- 
face gauche qui a regu le nom de normalie. Et, si Ton trace sur 2 des 
courbes passant par le point a, les normalies dont ces courbes sont les 
directrices sont des surfaces gauches S, qui ont une generatrice com- 
mune, la normale A a D au point a. 

Pour etudier ces surfaces, imaginons une quadrique Q osculatrice 
a 2 en a, les normalies couperonl Q suivant des courbes osculees en a 
par leurs directrices, et la normale a 2 au point infiniment voisin de a 
d'une des directrices sera aussi normale a la quadrique Q. 

La droite polaire, par rapport a Q, d'une droiie quelconque A passant 
par a est situee dans le plan tangent a Q en a; c'esl la droite d'intersec- 
tiondes plans tangents a Q aux deux points oil A coupe cette quadrique. 

Prenons deux points quelconques a et a' sur Q, la droite polaire 

(*) Voir ma Iraduction do la Theorie ge'nerale des svstcmes de rayons rectilignes, par 
M. Kuromer, inser^e aux Nonvelles Annates de Mathematiques, t. XIX, XX, et 1. 1, 2* s^rie. 
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de aa\ par rapport a Q, sera rintersection des plans tangents a Q en a 
et en a'; et, si les normales a Q en a et a' se coupent, la droite polaire 
de aa' sera perpendiculaire a aa'\ et, reciproquement, si la droite po- 
laire de aa' est perpendiculaire a cette droite, les normales a Q en a 
eta' se renconlrent. 

Supposons maintenanl que les points a el a' soient des points infini- 
ment voisins de Q, la droite aa' sera une tangente a Q et a 2 en a. Si 
nous imaginons que le point a' infiniment voisin de a se deplace sur la 
surface ^, la droite aa' sera loujours tangente a II en a, et a chacune 
des positions de la droite aa' correspondra une droite polaire situee dans 
le meme plan tangent en a, Reciproquement, a une droite tracee dans le 
plan tangent en a, considerec comme droite polaire, correspondra une 
seule droite aa'. Ces couples de droiles formeront done deux faisceaux 
en involution ayant meme centre a. 

Nous savons que ces faisceaux involulifs ont toujours deux rayons 
correspondants rectangulaires. Les normales a 1) aux points infiniment 
voisins de a, determines par ces deux directions rectangulaires, coupe- 
ronl done la normale A en deux points e et /• Les courbes tracees sur 2 
tangentiellement a ces directions donnent done des normalies qui 
sont langentes entre elles aux deux points e et /. Ces points sonl les 
centres perspectifs des plans tangents rectangulaires et toutes les nor- 
malies qui ont la dmile A pour generatrice commune ont leury centres 
perspectifs sur la circonference decrite sur el comme diametre (*). Done : 

Les normalies qui ont pour directrices les courbes tracees, a partir dun 
point a, sur une surface quelconque ^, sont tangentes entre elles auoc 
points e et I de la normale en a a ii, et leurs plans tangents en ces points 
sont rectangulaires. 

Ces theoremes donnent Texplication des analogies signalees plus 
haut et monlrenl toute rimporlance de la iheorie des centres perspec- 
tifs dans I'elude des surfaces et des pinceaux de rayons. 

( * ) Si Ton veut conslruire Ic centre pcrspectif des normalies dont les directrices sont 
tangentes h une droite nXj faisant un angle <p avec la trace du plan tangent en e sur Ic 
plan tangent a 1 en a, il suffit de d^crire sur ae un segment capable de Tangle «[>. Son in- 
lerseclion avec la circonfdrence el donnera le point clierch6. 
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QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES, 



Par M. Th. STIELTJES. 



INTRODUCTION. 

Nous allons indiqiier en quelques motsle but et les principaux re- 
sultals de ce travail qui est consacre a I'etude de quelques series semi- 
convergentes, en considerant exclusivement les valeurs reelles et 
positives de la variable. 

On rencontre souvent, en Mathematiques, des developpemenls de la 
forme 

»^/ V ''^1 '^^2 ^^3 

(A F(a =moH ^ -H -r 4" -r ^-- • •» 

que Ton ne pourrait continuer indefiniment s'il s'agissait d'un calcul 
numerique, la serie etant divergente. Neanmoinsun tel developpement 
a un sens precis et Ton doit regarder la formule (A) comme une ma- 
niere symbolique d'exprimer que, pour a = oo , 

limF(a) = /Wo, 
lima[F(a) — m^] =: wjj, 



lima' F(a) — m© -* I — /;i„ 



Ce sont les developpements qui presentent ce caractere que nous 
avons en vue. Si Ton veut se servir de la formule (A) pour evaluer 

Jnn, de VEc, Normale, 3« Serie. Tome HI. — Juin i886. a6 



5U>2 TH. STIELTJES. 

¥(a ), 00 lie pouiia le faire d'uiie maDiere 8ure, qu'apres uue diBcus- 
sioii du terme coiDpleineulaire qu'il faut ajouter ^ un oombre iini de 
lei'iiK'i). Mais cette discussiou pre&eote pre^ue ioujours de tres grandes 
difticulles, s\, du moins, on iie veut se cooteoter d'evaluations trop 
grossieres qui auraieot peu d'utilite, et c'est seulement dans quelques 
< as oii les coefUcienls w<>, //^ , //^^^^ . . . suiveot uoe loi simple qu'on a pu 
faire cetie di^ussiuu. 

Notamment oq a trouve, dans plusieurs ca8 ou les coefGcieDts sont 
aliernativement positifs ei Degalifs, que la valeur exacle de f(a) est 
comprise loujours eolie la somme de n ei de /^ + i termes de la serie, 
et Ton a iutroduil, precisemeni a Toccasioa des series qui presentent 
iimie. circonstance particuliere, le ooin de sede semi-corn^ergente. Mai?, 
i:oi))ine nous venons de Tindiquer, nous avons prig ce ierme dans uoe 
acceplion plus {^^n/^rale, el nous avons ^ludie aussi quelques ras dans 
lesqucls les roefficienis //2«, //^, . . , out tous m^me signe. 

Pour nbritgeVf nous d^signeroni^par s^rie semi-convergenle de pre- 
miet-e eapeie^ ou mSme simplement par s6rie de premifere cspece, une 
s^rie telle que (A), dans laquelle lesigne des coenicienls est aliernali- 
vement positif ei n^gali(\ pour r^server le nom de s^rie de seconde es- 
pece au i^us oil les eoeftlcients oni m6me signe. 

Les eas de series de seconde espece qu*on a Ak\\k Irait^s semblent 
assex rares, et a la si^vxik nous n'en avons renconir6 qu*un scul du a 
M. Srhlomilch et sur iequel nous reviendrons. Mais les series de 
seconde espece donnent lieu h quelques remarques gSniirales que nous 
ullons d^velopper, en envisageant pour plus de precision la s^rie sui- 
vanle, que Ton rencontre dans I'^tude du logariihme integral : 



li(a«) - e'* 



I I I.I I .a. . . (w — i) ,. 1 

- -I- -I 4 r- -+-.., H ^7z\ H H« 



a tr a 

Suppoiions a trhs grand : les termes diminuent d*abord pour croitre 
ensuite au dalii de toute limite. SoitT^ lo plus petit terme, alors les 
lermes '\\ ,, IV- j, , , . T^.^ dilFbrent tres peu de T^ et 

On voii par \^ qu'au moins une des quantit6s R«|.ik. R^ surpassera en 
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valeur absolue ^kTn-k^t ou ^A;T„, et comme le nombre k peut avoir 
une valeur fmie quelconque, il est evident qu'en cherchant dans lecas 
actuel une valeur approchee de R;,, il est impossible d*arriver a un 
resultat aussi simple que celui auquel on est arrive pour beaucoup de 
series de premiere espece oil le resie R^est inferieur en valeur absolue 
a T„. On voit en effet que, dans le cas actuel, R,, pourra surpasser en 
valeur absolue un nombre quelconque de fois T;,. Ainsi une expression 
approchee du reste, qui ne ferait pas connaitre d'avance le signe de 
cette quantite, donnera toujours des limites trop etendues et qui ne 
permettent point de tirer tout le parti possible de la serie. 

Ces considerations indiquent deja une autre maniere d'envisager la 
question, et, dans le cas des series deseconde espece, nousconsiderons 
que le vrai probleme k resoudre est la determination du rang du 
reste ^^ qui, pour la premiere fois, a change de signe. II est evident en 
eifet qucRn varie toujours dans le meme sens, en sorte que Tequation 
R^ = o admet une seule racine. Soit n le premier nombre entier supe- 
rieur a cette racine : alors il est clair qu'on obtient pour la valeur exacte 
cbcrchee deux limites dont la difference est T;,. II serait done a desirer 
que ce changement de signe de R;, eut lieu dans le voisinage du plus 
petit terme, et, dans tous les cas que nous avons etudies, nous avons 
toujours vu se presenter cette circonstance favorable. 

Lorsqu'on reussit a resoudre I'equation transcendante 

R. = o, 

dans laquelle on considere n comme une variable continue, avec une 
approximation telle, que I'erreur de la valeur obtenue N soit seulement 
une petite fraction, on peut aller plus loinetobtenir une valeur appro- 
chee dont Terreur sera seulement une fraction assez faible de T;,. Soient 
en effet 

alors cette valeur approchee sera 

Surtout lorsque n est grand, on peut compter d'obtenir, en proce- 
dant ainsi, une reduction notable de Terreur. On s*en rend compte 
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aisemenl en observani que la ligne donl I'equalion serait j = R„ doit 
presenter un point d'inflexion dans le voisinage de n = N, parce qu'on se 
Irou ve en meme temps dans le voisinage du minimum de T„ = R„«, — R„. 
La soktion approcbee de Fequation R„ = o se presenle toujours 
sous la forme 

(B) /* — %a -haoH — •* H — T H-. • •; 

' a a- 

mais souvent il est plus commode de considerer a comme inconnue, et 
de caiculer d'abord les coefficients ^, ^o, ... du developpement 

' ^ ^ n n^ 

On en deduit ensuile facilement le developpement (B). Ces series 
(B) et (C) presentent le meme caractere que la serie (A); nous 
calculons quelques-uns des premiers coefficients : ces coefficients ne 
suivenl aucune loi simple et leur calcul devient bientot tres penible. 
II parait done que nous avons reduit ainsi la discussion de la serie (A) 
au probleme beaucoup plus complique de disculer la serie (B). Mais 
evidemment on ne demandequ'avec une approximation assezfaible la 
racinc de R„= o, el, comme Texacutude de la formule (B) croit neces- 
sairement lorsque n augmente, il sufBt de se rendre compte par un 
calcul numerique de Tapproximation de ces formules (B) el (C), en 
attribuant a a ou a /i des valeurs beaucoup plus petites que celles pour 
lesquelleson seservira de la serie semi-convergentedonnee. I/approxi- 
matiou obtenue est toujours largemenl suffisanle. 

Comme nous Tavons dit, nous considerons la solution approcbee 
de R;t= o comme le probleme principal a resoudre dans le cas d'une 
serie de seconde espece. Nous obtenons cetle solution en considerant 
en particulier le reste R^^ d'un terme T„ dans le voisinage du plus petit 
lerme, el en developpant R;, lui-ineme en serie semi-convergente sui- 
vant les puissances descendantes de /i. Dans quelques cas oil Ton aurait 
besoin d'une exactitude exceptionnelle, on pourrait se servir de ce 
developpement pour caiculer avec une grande exactitude la valeur 
deR„, 

Maist dans la pluparl des cas, on n'aura pas a conlinuer la serie jus- 
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qu'au point oil R^ change de signe, car on obliendrait ainsi une ap- 
proximation beaucoup trop grande. On pent souhaiter alors de savoir 
quelle est a peu pres Terreur en s'arretant a un terme quelconque. 

Tres souvenl les termes que run calcule diminuent si rapidemenl, 
que Ton peut negliger le reste; au besoin on calculerail avec une ap- 
proximation plus grande qu*on n'en a besoin. Et dans le cas oil Ton se- 
rait oblige de pousserlecalcul si loin que les (ermes ne diminuent plus 
rapidement, alors la connaissance exacte du terme oil il faut arreter le 
developpement permettra facilement d'evaluer approximativcmentles 
termes negliges. 

Dans le cas des series de premiere espece, on a ordinairement cherche 
a determiner le plus petit terme; mais on peut aussi envisager (comme 
on Ta deja fait) la question d'une maniere un peu differente et retablir 
ainsi, jusqu'a un certain point, I'analogie avec les series de seconde 
espece. 

Soit 

Ti — T2 4- . . . lii T„ qp Wf, 

une telle serie, T<, T.^, .... T„, R„ etant positifs. Reraarquons d'abord 
que la circonstance que R;^ est positif entraine deja necessairementqiie 
R;, est inferieur a T„ et a T;,^4 ; car la relation 

R„_,4-R« = T« 

montre que R„_< et R« sont inferieurs a T«. 

IVIaintenant, au lieu de chercher le plus petit terme, on peut se pro- 
poser de trouver le minimum de R;,, en sorte qu'on est conduit a consi- 
derer I'equation transcendante 



dn 



= 0, 



qu'on pourra remplacer aussi avec approximalion par R„«, = R„. 

La valeur de n qu'on en lire diflere tres peu du rang du plus petit 
terme, circonstance qui permet d'expliquer la remarque suivante qu'on 

afaitedansquelquescasparticuliers.Supposonsquelaracinede--T-^ = o 

tombe entre n — \ et n. Mors on aura, d'une maniere approchee, 
R^_, r= R^, et Terreur sera seulement une fraction faible de R,,. On on 
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conclut qu'on a aussi a peu pres R„= ^T^,, en sorle que I'erreur de 
I'expression 

sera seulement une petite fraction del;,, qui est d'autant plus faible que/z 
est plus grand. Ajoutonsqu'onpeut aussi, dans lecas actuel.developper 
R„ en serie semi-convcrgente, suivant les puissances desoendantesde n; 
le premier terme de ce developpement inontre alors qu'on a 

limR„ :T„=\ 

pour 71 = XI. 

Yoici maintenant les series dont nous avons fait Tetude. Nous 
avons peu insisie sur les series de premiere espece. Le logarithme 
integral nous a fourni le premier exemple d'une serie de seconde 

espfece. Nous considerons ensuite les transcendantes / ^'"^^^ du, 
. Jo ^-+-« 

^"rfw, qui donnent aussi des series de seconde espece. On a 



X 



choisi ces integrales, parce que le resultat auquel on est conduit nous 
est utile encore dans la suite. 

Nous arrivons maintenant a un exemple tire de la theorie de la fonc- 
tion r. Apres avoir rappele en quelques mots le resultat principal des 
nombreuses recherches auxquelles a donne lieu Tetude de la serie qui 
sert a calculer logr(a), nous considerons une autre serie, n'ayant 
rien a ajouler a un sujet qui est si bien expose dans la premiere Partie 
du travail de M. Bourguet sur les integrates euleriennes. La conside- 
ration de logr(ai) conduit a une serie de seconde espece, composee 
des memes termes que la serie de Stirling dont nous faisons Tetude. 
Le resultat auquel nous arrivons permet de se faire une idee nette de 

la maniere dont se comporte la fonction holomorphe ^^> lorsque la 

variable z decrit Taxe desy. 

Nous abordons ensuite Tetude des integrates de Tequation differen- 
tielle 

d*z \ dz 

da^ a da '*' ' 

qui se presente dans plusieurs questions de Physique mathematique. 
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L'une des integrales 



a* a^ a* 



J («) - • ~ ^ -^ ^774-1 - ;r4r6"« "^ • • • 

est holomorphe dans tout le plan. Poisson a donne une serie semi-con- 
vergente pour calculer J (a) dans le cas oil a est tres grand. Celte serie 
a ele I'objet d'un travail de M. Lipschilz (Journal de Borchardt, t. 56), 
qui en a donne le premier une theorie rigoureuse. Nous reprenons 
Tanalyse de M. Lipschitz : une modification legere nous permet de pre- 
ciser encore le resultat auquel etait arrive le savant geometreallemand. 
Nous obtenons en meme temps une serie semi-convergente analogue, 
qui permet de calculer une seconde integrale de T^quation difTeren- 
tielle. Toutes ces series sont de premiere espece. 

Nous considerons ensuite les deux integrales de I'equation difTeren- 
tielle dans le cas oil Targumentest de la forme ai. On est conduit ainsi 
a deux series semi-convergentes donnees par Riemann, qui avait ren- 
contre ces fonclions dans une question de Physique mathematique {Zur 
Theorie der Nobilischen Farbennngen (OEuvres, p. 5/i; i855)]. 

L'une de ces series est de premiere espece, el sa discussion n'offre 
pas de grandes difBculles; mais la fonction i(ai) donne cette serie de 
seconde espece 

Dans ce cas, la resolution approchee de ['equation R,, = o presente 
desdifiicultes que nous n'avonspu surmonter que par une analyse assez 
delicate. 

Enfin nous etudions un cas interessant, donne par M. Schlomilch 
en i86i ; il s'agit d'une serie de seconde espece qui pent servirau calcul 
de la fonction 



(«.=t-^ 



I e" — I 



et nous obtenons encore dans ce cas la solution approchee de I'equalion 



transcendante R;^ = o. 
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£tude du logarithme integral. 

i. Le logarithme integral fournit un exemple tres simple d'une 
serie de seconde espece que nous aliens disouter avec soin. 
Nous parlonsde la definition 

ii(«)-rr^; 

mais, dans le cas a > i que nous avons en vue» cette definition a be- 
soin d'etre precisee de la maniere suivante : 



t™\J, log// J^^^logu/ 



Kn remplaijant Targument a par e" et en posant ensuite u = r* '-*\ 
il vient 

Nous designons ici, comme toujours dans la suite, par £ one quantite 
positive et infiniment petite. 
En employant maintenant Fidentite 



I — (• I — (' 

on a evidemment 



l-E 



et il vient 



1 • 3 • • (A 



y 



(2) 



.., X I ' > »-^' l.:2.. .(/i — l) , ^ I 



/ 
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Comme on voit, R;^ est ce que Caucliy a appele la vakur principale de 
dv^ et nous retrouverons dans la suite conslamment cette 



^n^-av 



'-'' 



forme du terme complemenlaire des series de seconde espece. Cette 
forme meme de R„ monlre bien que R,, va toujours en diminuant 
lorsque n augmente. 

Nous devons nousoccuper maintenant de la resolution approcheede 
Tequation R;,= o. Pour cela nous posons a = n -f- yj, 

(3) R„= r ^-^^^^^ e--^^ dv -\- f i'^^l^e-'^^dv, 

et nous developpons maintenant R;, en serie semi-convergente suivant 
les puissances descendantes de n. Comme on suppose que r\ a une va- 
leur finie, la supposition a=n-hY] indique evidemment que nous 
considerons le reste d'un terme T;, dans le voisinage du plus petit 
terme. 

Nous aurons a appliquer maintenant les methodes donnees par 
Laplace dans la Theorie analytique des probabilites pour revaluation 
d'integrales qui renferment des fonctions eleveesa une tres haute puis- 
sance. 

2. Comme il s'agit simplement d'un developpement suivanl les puis- 
sances descendantes den, nous pouvons negligerdes quantites qui, par 
rapporta cellesqueTon conserve, decroissent plus rapidementqu'aucune 
puissance negative de n, C'est pour cette raison que nous pouvons con- 
siderer, au lieu de R«, Texpression 

A et ^ etant des quantites positives Bnies, d'ailleurs arbitraires ; car 
nousverrons bientot que les parlies negligees ainsi 






ne jouent aucuD role dans le developpemenl que nous avons en vue. 

jinn, de l'£e. Normale. 3" Sine. Tome Ul. — Jew 1886. 27 
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ConsidcroQs maintenant Tintegrale 

I — £ 



I 



(ve *")'» 



-k '-^ 



La fonction vc^'Aeyxeni maximum pour i; = i, et nous posons 

(i — t) e' -z e-'\ 

Pourdes valeurs suffisamment petites de x, on pent developper t sui- 
vani Ics puissances croissantes de x 

et le premier terme est evidemment sf^x. On pourrait exprimer 
^3, a,, ... d'une maniereindependante a Taide de la serie de Lagrange; 
mais, comme ils'agit ici simplement de calculer quelques-uns des pre- 
miers coefficients, une relation recurrente semble bien preferable. 

On trouve / ^- = 2a;(i — /), el, difTerenliant n fois, puis posant 

a? = o, / = o, il vient 

En partant de a, = y]^^ on en deduit a.,^ a,, ... et 

tz^ I — V ^)ll X — f JT* H- -/i y/2 x' H- yI^ J7* 

— dv^i (^ — i j7 4- 1 ^2 ;r« 4- ^ ^>) ^j- 

= (1— }v/2.r — J.r*-i-3rfoV^2d7»— ...) 



En observant encore que 
il vient 

Jr^"^ ive-^\'* r^ dx 

.-A '-^^ ^ /r '^ 
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A,, A2, Aj, . .. eUnt des polynomes en tq. La limite superieure L de 
rinlegrale au second membre depend de la valeur de la quanlite posi- 
tive h. Nous choisissons mainlenant h de maniere que la serie 
I -4- A, a?-}- Aa^^-h. .. resle convergente dans tout rintervalle d*inte- 
gration. De cetle nianiere, h a une valeur positive finie tout a fait in- 
dependante de n. En y regardant de plus pres, on voit meme que h est 
une simple constante numerique, independante de yj aussi ; car le rayon 
de convergence de la serie e^''= i -}- y\\Jix -f-. . . ne depend pas de yj. 

/*-^* (eg-*')" 
_ ^ e'^'^'dv d'une maniere ana- 
logue, nous posons 

('e-»'=ie-»-'^*, r — 1=:/, 

et nous oblenons d'abord 

^41 «2»^3« • •• ayant les memes valeursqueprecedemment.En achevant 
le calcul comme tout a Theure, il vient 



(5) 






dx 

X 



A,, A.j, . . . ayant la menie signification que dans la formule (4). La 
quantite k pent etre choisie de maniere que dans le second membre la 
limite superieure de Tintegration est de nouveau L. 

En reunissant les deux integrales(4) et (5), on voit se detruire les 
parties qui deviennent infinies pourc = o. Apres cela, on pent prendre 
£ = o, et il vient 

(6) i , 



On sait que I'integrale / ^"'"''x^e/r converge vers zero pour /j 



= ao 



»r/ TH, %TirX7IM, 



ftUi^ t''\tv\fuufti t^n'^utnuf: pH.^it;»uf.ti uit^'aXiM: ile n. La valeur appro- 

oil 

II i*^{ UmU i\i'. voir m»irilrnsiril que left parlies que nousavonsnegli- 

/'' 'WiV ♦';" ^ , /•" (ve *')" ^ , 



\\iu\\, rri eflVl, tiiirune induenre Hur le developpement de R;, suivanl les 
puiM(inr«*H «l<'Hr.en«l;iril('H de n. Kn efFel, dans la premiere integrale, la 
phiM ^rwwiU* valeur de t'r *' enl egale \\ Hr'\ H etant une fraction posi- 
tive, inferiiMire Ii Tunite. On en eonclut 

et III rrnrlion H'' decroil plus rapidenienl (|u*aucune puissance negative 
de/i. Quant ii hi deuxiiMue integrale, en posant i' = i + //, on voit qu*elle 
ef«l inlerieure en Naleur nbsolue ii 






Suit r lu quuntit(^ positive sup6rieure a runite, qui satislait a la rela- 
tion 

alors on ii iWideminent 

H 

1 

\ \ u ^^ '•* pour // > k 

OL pur ronsi^quont. 
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Le facteur qui mulliplie e'^ decroit encore plus rapidement que 
toute puissance negative de n, et, ainsi, Tequation (6) fournil le deve- 
loppement clierche 

Rn=^"''\/-(Ai-h-A3- H- ^As— 4-... ) 



ou 



; V '^ L 3 \" 2 12 



(7) ' 1^ I- \ H / 



/ I ^ 5 . 25 , I , I 25 \ 1 1 

\4o 24 72 24 288 6048/ n* 



On en conclut que la valeur de y], qui donne R,,= o, est susceptible 
d'un developpemeni 

Yl — /^ -U ^* -U ^* -i- 

dont on determine les coefficients en subslituant dans I'expression pre- 
redente et en egalant a zero les coetBcients des diverses puissances de 

-• Nous avons pose a = /i -h yj, et la racine de Tequation R„= o est 

done egale k 

(8) a^H + l^^+^+^-^..., 

'^ n n* 

•84 . 



(3.=- 



255i5 



d'oii Ton deduil encore 



(9) n=:a—^ 



I 8 16 



3 ^o5a 255 1 5 a* 

4. Pour juger de Tapproximation avec laquelle nous avons resolu 
ainsi Tequation R,^=o, nous meltons en regard Tune de Tautre la 
valeur approchee donnee par la formule (8) pour n = i, 2 avec la 



1 1 


-H. 




1 . i! 2-2! ' 3.3! 


* • • 


Valeur approximative. 




Erreur. 


1,3459 




o,ooi3 


•»,34i|i 




0,00014 
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valeur exactc, calculee a Taide du developpement 

li(e'')— C -HlogaH- 

//. Valeur exs^cte. 

I i,3i7:i 

u 9, ,3^1 )5 

On voil que ['approximation oblenuc est beaucoup plus grande que 
rela n'etait necessaire. 

En nonimant toujours N la valeur approchee de la racine de R;,= o, 
nous resumons ainsi le resultat obtenu : 

r I f 1 .2. . .(/* — i) «, "I 



3 4o5« 255 1 5 a' 



/a 77 
Ordre d*approximalion e-^ i/ — ^ . 

Nousavons ajoute comine ordre d*approximation une valeur appro- 
rli6e du premier terme qui donnerait une valeur irop grande. C'esl 
done en meme temps la limite de Tapproximation que pent donner la 
serie semi-convergente, dans le cas oil Ton n'a pas recours au calcul 
approclie de R^. En multipliant par c", on voit qu'on obtient li(^') 

avec une erreur de Tordre i /— • 
Soit, par exemple, 

e^ =^ 1 0000000000, 
a = 23,02585 I . . ., 
N zn 22,692. 

On doit done prendre vingt-deux termes de la serie et ajouter encore 
le terme suivant muUiplie par X = o»692, d*apres le proeede que nous 
avons indique dans Tlntroduelion. On trouve ainsi 

!i(ioooooooooo) = 'j55o556 14,2227 -+- o,5246/. =1 455o556i4,585. 

En prenant 

/I = 23, n =: o,o2585. . ., 
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on obliendra une exaclitude un peu plus grande en calculanl R03 par 
la formule (7); nous obtenons ainsi la valenr exacle 

li( 1 0000000000) = 455o556i4,5866. 

Rcinarquons que Temploi de la serie semi-convergente presente ici 
un avantage reel sur Temploi de la serie convergente 

<£ -h loga H r H r -h — — - 4- . . . ; 

^ 1 . 1 1 2.2! 3 . .^ ! 

car, en calculant vingt-trois termes de ceUe serie, on est seulement arrive 
au plus grand lerme, et il faudrait pousser beaucoup plus loin le calcul 
pour obtenir Tapproximalion donnee par la serie semi-convergenle. 

5. La methode qui nous a permis de resoudre par approximalion 
Tequation transcendanle Rrt=o nous sera encore ires utile dans la 
suite; mais nous ne pouvons passer sous silence que dans le cas actuel 
on peul donner une autre forme tres simple au terme coniplemen- 
taire R;,. Cette nouvelle forme va nous donner aussi une autre methode 
pour calculer les coefficients du developpement 

^ n 

On a, en supposant o < & < a, 

Jf, " 

et une integration par parlies donne 



(10) 



K„=i 1 .2.3. . ./i.e"'' f —j^^du, 



a,, etant une constante qu'il faul encore determiner. Mais il est evident 
que Un n'est aulre chose que la valour de a qui annule R,,, et que nous 
savons calculer avec une grande approximation par la formule (8) 

. , 1 8 184 



3 4o5/* 255 1 5/1* 



2l6 Til. STIELTJES. 

La relation 
revient maintenant a 

ft .. „ j^a 



/ ~^ «'' == ~;7 -^ '* / -rzT ^'''j 



rtli - 1 '^ « 



(12) 



d'ou, pour a = a„. 

En posant u = n-^-s^.W vient, apres une legere reduclion, 

en ecrivanl 

(i3) '' 

En developpant maintenant les deux membres de (12) suivant les 
puissances descendantes de /i, on obtient d'abord 

/ i'N" 2 /I \ 3 8 //I* \4 6 [\6 J n} 



puis 






En substituant pour p et q leurs valeurs (i3), on obtient d'abord, 
par identification du coefficient de - dans les deux membres, 

HPJ-(Po-i)n = i(3J ou (3o = 4-}. 

La comparaison des coefficienis de -^j —^9 ••• permet ensuite de 
calculersans ambiguite par des equations lineaires les coefficients ^4, 
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Pi* — Nousavons retrouve de cellemaniere les valeurs ^lejadonnees 
de Pi et Pa. 

6. La consideration djB la fonclion \\(a), pour une valeurde Tar- 
gument inferieure a I'unite, conduit a une serie de premiere cspece. 
On a 

et Ton obtient, par une integration par parlies on par le developpe- 
ment de > 

(.4) h(.-)=_e-«[--- + _....± -L i:pK„J, 



R^ = 1 . 2 . 3 . . . /ie 



>a 






Cette serie ne donne lieu a aucune rcmarque particuliere; en posant 
a = /I -h Y], on pent developper R„ suivant les puissances dcscendanles 
den, a Paide des melliodes de Laplace que nous avons deja appliquees- 
dans le cas de li(e"); on irouve 

,. l''.=«-V'¥[^(r--r-iV)^ 

\i6 24 12 24 i>7o/ /^* J 

Ce developpeinent presente la plus grande analogie avee la for- 

mule (7); dans les deux cas, ^'^y — est la valeur asymptotique du 

terme !«: maisiciR,, ne s'evanouil pas pour une valeur finie deyj, et le 
premier terme ^ de la serie se retrouve generalement dans le cas d'une 
serie de premiere espece. 

Ondeduirait sans peine de cetle expression de R;, la solution appro- 

chee de —r^ =o. Le resullal est 

da 

1 I 

a^=z n -^ ' h... ou nz=z a — -^ ••• 

on oa 

Ann. de I'Ec. Normale, 3* Suiie. Tome HI. — Jiillet 1886. ^8 
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£tude des int^grales / ' tc^m, / du. 

1 clu. Au lieu d'integrer le longde 

I'axe des X, de vers A (/ig. i), on pourra effectuer Tintegralion en 
siiivant le chemin OBCA, en ayant soin d'eviter le point /en lelaissant 

Fig. I. 
\I 

c 



Rr 

I 
I 



I 



o: A 

i 



a gauche, ce qu*on pourra faire en dcerivant autour de ce point un 
demi-eercic dont nous supposons ie rayon t infiniment petit. Cede 
partie de Tintegrale s*evalue a 



/ ^'I«l N /- fff^ 



I . X / : = — X 7:1 = - e-". 

Les integrates le long de BC et CA tendent evideinmenl vers zero 
lorsque A et B s*eIoignent indefinimenty en sorte qu'on obtient 

r^e" "" du _ r. _^_ r' "' iV-^^^^r r" !>-"•' </r 
/ I -r M* ~ a J^ I — i'* J. . 1 — i* ' 

donr 
On trouved'une maniere semblable, ou en prenant la deriveede( 16) 
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par rapporl a a. 
En employant dans le second membre de ces formules Tidentite 



.» I I .An—\ 






I — r* I — v- 

il vient 

, ov /**sinaM , I 1.2 1. 2... (2 /I — 2) -^ 

(18) I -^/w = -H ---f....H \-— ^4-R«, 

J^ I 4- w' a a} flr-"-* 

r* llCOSau , I 1.2.3 l.2...(2« — 1) r» 

(19) — / ^du— — -\ r h...H -TjT ^"«' 



,1-e 



Nous devons maintenant obtenir d'abord le developpement du lerme 
complementaire suivant Ics puissances descendanles de n. 

8. Pour embrasser en meme temps les deux cas, nous posons 

ot a = w -f- Y]. 

La melhode a suivre ne se distingue en rien de celle que nous avons 
deja developpee a Toccasion du logarilhme integral, et il suflira done 
d'indiquer brievement les calculs. 

Dans la premiere integrale 

nous posons 

t'c'^rc"'-*', I — i" = y/au: -t- . . . . 
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ol Ton ohtient 






h/| 



A,, A.j elanl des polyndmes en r^ 
I)<ins la sccoiule integrate 



nous |)osons 



1^ E 



rr» *':=:(?-» -^V 






I' — I =:r ^.r -4- . . 



ot Ton obtient 

Lc (leveloppement de S,„ se trouve maintenant a Taide de 

S,„ = e-^ \ <?-'"''( Ai 4- Aj.r=-+- Aa-r* -f- . . .) ^Ar, 

I I T^ [ K 1*1 I . 3 . I \ 

ou bien 

/ 1 , 7 . I , I - i3 3^3 \ I 1 

\:jo 48 1 8 24 aoW i20()6///*-| 

3 3 
On en conclut S,„ = o pour y) = ^o -+- — -^ — « ou 

(^0 ^^''^-h^^iitt:::- 



6 3240/71 408240 /w* 



9. Dans le cas de Tinlegrale 



/ 



* sin ai/ , 
aw. 



, 1 -h //= 
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la resolution approchee de R^, = o est done donnee par les developpe- 
ments 

(22) a = 2/^ — p,-h ''^ *^ 



6 6.i8o/i 1682960/1* 



(23) /ir=-aH- '^ 



2 12 6480a 

Pour n = I, on aurait, d'anres (22), la racine de / ^-^^^.du= - 

approximalivemont egale a 1,86012. Pour ealculer la valour exacle, 

nous observons qu'on deduil de la formule(i6), en remplaganl ~ - ^ 

II II 
par 1 ; — y 

' 21 — V 2 I -i- i' 



en sorte que Tequation a resoudre par approximation est 

11/^1 a a^ a} \ 

a 2 \ ^ I 2.2I 3.31 / 

2 \ ° I 2.2! 3.3! / 

On trouve a = 1,85986 et Terreur de noire formule approchee dans ce 
cas extreme 0,00026. 

10. En remplaijant, dans la formule (21), m par 2n -h i, on trouve 
que, dans le cas de Tintegrale 

/*M cos aw , 
la resolution approchee de R^ = o est donnee par les formules 

(24) a=:2n-i-^-f- 



6 32^0(2/1 -hi) 408240(2/14-1)* 



/ ^K I 5 IQQ 

(25) nzzz-a ^^ 



2 1 2 6480 a 

Ces formules donnent une approximation largement sufTisante; en 
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prenanl n = o dans (24), on aurait 0,87905 comme valeur approehee 
de la racine de Tcqualion transcendante 



I 



* N COS a// 



- dii = — I e-« ][{€'') — i e« li(e-«) = o. 



La valeur exacte est 0,87964. 

Diveloppement en sirie semi-convergente de logr(ai). 

II. Avant d'aborder le developpement de logr(m), nous croyons 
ulile de resumer ici le resultat auquel on est arrive par Tetude du de- 
veloppement de logr(a), en renvoyant d*ailleurs pour les demonstra- 
tions au travail de M. Bourguet. 

Le premier travail rigoureux sur ee sujet, qui est du a Caucliy, a son 
point de depart dans cette formule a laquelle Binet etait deja arrive. 

Pour obtenir le terme complementaire sous forme finie, il est plus 
avantageux de partir de I'expression 

(27) logr(a)r=(a-i)loga-a-Hilog37r + J:y Jlj^^og^ ^ _ J.,^^„ j, 

et Ton Irouve 

B| Bj _, B;i -J 

^ ^ ' 1.2 a 3.4 a' 2/1 — 1.3/ia"*-** 

M. Bourguet trouve que Tindiee du plus petit terme est le premier 

nombre entier superieur a i:a + 7 h- 5 > et il donne comme racine 

approehee de R;, — R^,., = o Texpression 

3 3 



4 33 7:a 
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On conclut de ce qui precede que le resle du plus petit terme est, a 
fort peu pres, egal a la moitie de ce terme. En posanl ira = /i -f- r^ on 
peut developper R„ suivant les puissances descendantes de /i. Comme 
nous aurons a exposer plus loin un calcul analogue dans le cas du terme 
complementaire d'une serie de seconde espece, nous nous bornerons 
a donner ici le resultat suivanl : 

/ e-»^« r I / 1 , 5 \ I 

\ \4 3 48 8 23o4/ n^ J 

On peut en deduire encore sans difficulte la resolution approchee (Fe 
requalion -^=0; nous irouvons 

I i3 I i3 

4 90/1 4 c)07za 

12. Nous aliens nous occuper maintenant du developpement de 
logr(at). Observons d'abord que, d'apres la definition de la fonclion T 
adoptee par Gauss, on a 

gai log n J 

r(ai)=Lim 7 :r 7 r- (^l=rOC). 



ai{i^ai)(i-i-^\ *** ('■^^) 



En se rappelant la loi de multiplication de deux nombres complexes, 
on en conclut qu'en posanl 

(3o) T{ai)^Re^^; 



on aura 



• • • » 



c'est-Si-dire 

_ „ / 271 

(3i) *^^Va(e--^— ) 

et puis 

(32) 8=Limralognq=-— arclanga — arctang^— ...— arclang-j (n — oc). 
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II faut prendre le signe superieur oii inferieur selon que a est posilif 
ou negalif, et les arcs doivent etre pris entre les limiles =t -• Dans ia 

suite nous supposerons loujours que a est posilif. 

Comme Ton a 

Iogr(ai)=:logR-hei, 

on voit que nous aurons a nous occuper seulement du developpement 
de la partie imaginaire 6. On pourrait, dans celte recherche, partir de 
Texpression (32); mais il est beaucoup plus simple, comme nous le 
verrons, de se servir de la formule de Binet 

13. En etablissant celte formule, on a en vue ordinairement seule- 
ment les valeurs reelles de a. On voit cependant facilement que rien 
n'empeche d'altribuer a a une valeur imaginaire quclconque, a la con- 
dition toutefois que la partie reelle de a soit positive. Les logarithmes 
qui entrent dans la formule ont une determination unique par la con- 
dition meme que la variable ne doit jamais franchir Taxe des j. 

Cependant, comme nous voulons changer a en ai, quantite dont la 
partie reelle est nulle, il est necessaire de justifier celte operation. 

Evidemment, cetle application de la formule de Binet sera juslifiee 
si nous faisons voir : 

I*' Que I'integrale 



/ \e"— I // 2j u 



ttni 

du 





a un sens; . 

2'^ Que celte integrate est la limile vers laquelle tend 






lorsque la quantite positive b decroit indefiniment. 
Le premier point est a peu prbs evident, car la fonclion 
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qui entre dans les inlegrales 

. V^ — ' '' 2/ // J \e" — I a 9. J ft 

est positive et decroissanle; elle devient infmimenl pelite pour // = oo. 
Le second point a etablir revient a montrer que les integrales 



( I — e-'"' ) cos au (ill, 

00 



N n^ / (i — e-'"M sin^M du, 

f ff 

ou nous avons pose 

/ N ' ' 

TV / e"— I n 



I I 



— > 

2 



convergent vers zero en meme temps que b. 

Nous remarquons que les fonctions (f(u) el 21— i sont loujours finies, 
el decomposons M en Irois parlies 



si 



5-—- (1 — e~''")Q,osaudn, 
u 



00 



Mj.^ r ?i^ (I — e-'"') cosa« rf«. 



\i 



On a evidemment 

done 

limM,— o pour b^=LO, 

Ensuite 



|M,|<(i-c-^)9(?)>ogi/|^ 



Ann. de Vf.c. Normale. 3* Serie. Tome 111. — Jciixet 1886. 'O 
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^ (lesignant une v«ileur entre i et i/t- On en conclut 



limM* = o. 



Qunnt a M3, en appliquanl le second theoreme de la moyenne, 

f /{jr)^{x)djr=/{a) f ^(x)dx-^/(b) f ^{.r)r/.r, 

Oil la fonction/(j7) doit varier toujours dans le meme sens, 

M3=(i — e-v^) / ^ — 'Cosaudu-h I cosaudu. 

Mais rintegrale / ^^^cosaudu ayant un sens, les deux integrates 

qui figurenl au second membre convergent vers zero et liniM3 = o. 

On conclut de tout ce qui precede limM = o, ct la meme demonstra- 
tion s'applique a Tintegrale N; done aussi limN = o. 

D*apres cola, il est permis de changer a en ai dans la formule de 
Binel, et nous obtenons ainsi 



(33) 



(34) 



logR = JlogaTT — ^log« — ^TTrt -+- / " COS ait dii, 

Szzzalosa — a — -p — I sm«wa«. 

4 Jo '/ 



14. Nous avons a transformer d'abord les integrates qui figurent 
dans les seconds membres. Soit 



Jo " 



90 



en substituant > -r—r^—- siti lieu de ?(w), nous trouvons 

1 
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Nous avons vu deja (n°7) qu'il est permis de remplacer, dans I'inle- 
grale 

s-^'^ 



TiDtegration le long de I'axe des x, par une integration le long de 
Taxe des J, en evitant par un petit demi-cerele de rayon e le point i. 
On obtienl ainsi 

-e--«««-|-£( / hi r- 

^ \ J. 1 — r- J, t — V 

et, par consequent, 
V — i log ! 



9. ^ I — e 



— 27Ca 



4 
done 






(35) / ^^^cosaudii = -log r— - 



(36) 



I / -^-^ — ^sin^waa = - / -log 

_) f Iqot 



iTTwi' 



En porlant la valeur(35) dans la formule (33), on relombe sur la 
valeur finie de R deja donnee [formule (3i)]. 

15. En employant dans le second membre de la formule (36) Tiden- 
tilc 

~,_L-t.2-|-. ..4- (.J«-2 



I — t' I — ( 



on trouve, en ayanl egard a la formule 



(37) 



— I r.JAr— S \c\cr (iiy zz. ; 
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(qn'on ohlienl en developpant en serie le logarilhme), 

(38) / ^-l?,xv\audu — — h 5-7 — 5 -+-... -^, ^ 1;;-! "^ '^' 



•'!-»-£ 



C'est la serie semi-convergente que nous avions en vue; le terme 
coniplementaire se presente sous la forme de la valeur principale do 






II esl interessant de rapproeher de celle formule la forme du Icrme 
complementaire dans le cas de la serie de Slirling [formule (28)]. 

La serie etanl de seconde espece, il nous reste a determiner approxi- 
mativemenl la racine de I'equation R^=o. Pour cela, nous develop- 
pons d'abord R„ suivant les puissances descendantes de /?. 

16. Le premier terme du developpement de log-^^ — ^^^. elant 
^-aiw*'^ nous considerons d'abord au lieu de R« 



T.^n— I 7-««'— / -— J 

f I — i- / I — f* 

* "^I -t- 5 



ou, en posant T.a = n -h r,. 






•■ ft *-!-»-£ 



Le developpement de S„ n*est plus a iruuver, nous pouvons Teerire 
aussilot d*apres le resultal que nous avons oblenu dans le n*^ 8. En con- 
servant seulement le terme principal, il vienl 



S„=(r, --^)e-*'^<'4/— 



Nous avons a evaluer maintenant Terreur qu*on commet en prenanl 
S„ au lieu de R^. Pour cela, nous devcloppons en serie le logaritbme; 
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le k ^- I***™' terme donne lieu a celle parlie de R^ 






Ji'. 



En developpant 

,.2/1 A 






on Irouve 



1 r r(2/i-i-o r(2/f -4-3) 



r(3/iA -!- 2/1 — i) 

_j _4_ V 



en ecrivanl, pour abreger, 

27na(X- 4- i) = A. 

Les lernies diminuent d'abord et Tintegrale est de Tordre du der- 
nier lerme. C'esl ce qui resulle, en effet, de la discussion que nous 

avons faile de la serie senii-convergenle pour / -^-^^du ( n" 8). La 

*- 

quantite a evaluer est done positive, mais n*atteindra pas nk fois le 
premier lerme ou 



En remplacant T(2n + i) par sa valeur asymptotique 



In 



on irouve, a cause de ira = /i -h r^, 

nk ^'nn [ n 1 

7:(Xr-+-i)*'-^' 1^ le(n-^Tt)\ 

OU, si nous rempiaQons ira par /i, ( — ^- — ) par 



t/i 



,~ar. 






^ 
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I.a somme des lermes ne{2;Iiges ne surpasse done pas 



^-J7:a 




Oil 



T etant une fondion qui converge vers i pour n = ^. 

On voil que le facleur qui mullipiie ^''^'^x/ -^ decroil plus rapi- 

dement qu'aueune puissance negative de n ; d*ou Ton conclut que, pour 
developper R,,, suivant ies puissances decroissantes de /i, on doit s'en 
tenir a S^,, Ies parlies negligees n'ayanl aucune influence sur ce deve- 
loppement. A Taide du n^ 8, nous oblenons maintenant 

I u„=,-.,«./Z Y,, ^ -L) ^- ( • V- : r,'- -L., - ±L) i 



'•»!))' 



/ I . 7 , I . I , i3 323 \ I 
\io 2-4 18 48 I1J2 gd'hb/ n* 



On en conclut la solution approchee de Tequation Rn = o par Tune 
ou I'autre des formules 

(V>) T,az=zn : ^ ^-^ : H , 

12 12960/2 32OD92O/I* 

(4 1) nz^T.a-\- ^^2 i 

' 12 l29D07r« 

La serie etant composee des memes termes que ceux de la serie de 
Stirling, Tindice du plus petit terme sera encore, d'apres M. Bourguel, 

le premier nombre enlier superieur a i:a -h 7 -+- ^7-^ — On voit done 

que le changement de signe de R;, s'opere dans le voisinage du plus 
petit terme, comme cela arrivait aussi dans Ies autres series de seconde 
espece que nous avons etudiees. 

17. Pour avoir une idee de Tapproximation avec laquelle nous avons 
resolu Tequation R„ = o, nous avons pris /i = 3 dans la formule ( jo). 
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ce qui fournit cetle valeur approchee de a, qui est un peu inferieurea 
Tunile a = 0,9300. (En prenant n== i, 2, on serait conduit evideni- 
mcnt a des valeurs de a heaucoup trop pelites pour songer a appliquer 
la serie semi-convergente.) Pour resoudre I'equation R3 = o rigoureu- 
sement, il nous faul un moyen de calculer 6 avee exactitude. Pour 
cela, nous remarquons que la serie bien connue 

logr( J?) — — loga7 — c J? 4- J S, J?*— i %x^ + 1 84 .r* — . . . 

donne, en rempIaQant x par ai^ 

= — - — € ^ -h i S , a' - i S 5 a * -h -? S 7 a ■ - . . . . 

Pour augmenter la convergence, nous ecrirons 
0=1 arctangaH-(i — €)« 



Inequation a resoudre etant 

= a log^ — « — 7- --^ — — : » 

nous trouvons que la racine est comprise enlre o,()276 et 0,9277. L'ap- 
proximaiioncsttressuffisante; memepoura — i, la lonnule (4i)donne 
la racine deR„ = o par rapport a /i, avec une erreurinferieure a 0,01. 
Nous resumons ici le r6sultat que nous avons oblenu : 



XT ' 199 

12 129607:^' 

Ordre d'approximation — —- 

\ i:\fa 

Pour rt = I, N = 3,22; en appliquani le procede indique dans Tin- 
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Une aulre inlegrale est de la forme 

K(a) etant holomoi phe clans tout le plan, ct, integrant Tequation dif- 
ferentielle par des series, on trouve celte seconde integrale 

En designant par ']f(^v) la derivee de logr(j?), I'integrale generate 
est done 






(■«5) 







bV,- 



I)'' 



a- 



2-./|-.. .(•>.//)■ 



[lo^^rt — 'ii{n -•- i) -*- '1(1)] ; 



mais la seconde integrale dont nous nous occuperons est celle-ci : 



(46) 



K(^) =^- / , rftf. 



Celte definition n'a un sens que lorsque a est reel. Pour operer la 
continuation de cette fonction pour des valeurs imaginaircs de Targu- 
menl, nous considerons, en supposanl a reel et positif, I'integrale 

du. On peut remplacerlechemin d'inlegralion OABC(^^. 2) 



/. 



c 



III} — I 



Fig. 2. 



+1 



AB 



C i 



par une integration suivant la partie positive de Taxe des j, transfor- 
mation analogue a celle dont nous nous sommes servi dans le n** 7. 
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En supposant \/w^ — i = -h / a I'origine, on oblient 

et la comparaison des parlies reelles et imaginaires conduit a ces for- 
mules 

(^7) K(rt)=- / -7 da / du, 

(•48) .1(a) =z- / du. 

La relation (47) permet de continuer la fonction K(a) dans toule la 
moilie du plan oil la partie reelle de la variable est positive. On verifie 
aussi directementque les integrales 

Jo sj\-\-u^ Jo \U — u* 

satisfontFune et Tautre a Tequation difTerentielle 

d^ z I dz I 



da^ ' a da a 



et que, par consequent, K(a) estbien une integrate de Tequation dit- 
ferentielle proposee. 

En supposant toujours a reel et positif, nous tirons de Tequation (/|7) 

(49) K(ai)rz=-/ . ^ — - / . ^ dii. 

Pour simplifier, nous rcmarquons que Ton peul, dans Tintegrale 

/€'*"' du 
ij remplacer le chemin d'integration OA par OBCD (y?^. 3). 

On obtient ainsi 

r* e^^'^'du _ . r^ e-""" du r' e-'^'du 
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En chku'y^f'^ui ( f-n — i el subslituant clans ^ \rj .. il vieiil 



k at --- 



r'esl-a-dirf; 






K' ai, ■- — i M^i 



1 r*e-^'^du 
. - - / • 



Fig. 3. 



f"' 



oi 



I \ 



21. Nous nous arretons un instant a la delerminalion des valeurs 
(|U*ii faut attrihucr dans I'expression de I'integrale generate (4^) ^ -V 
et a B pour relrouver la fonction K(rt). Cette determination de A el B 
a ele donnee par 31. II. Weber dans le Tome 75 du Journal de Borrhanlt. 
On pent reflectuer aussi tres simplement ainsi qu*il suit. 

D'apres la definition, on a 

cos r dv 



et 



^' J a \ i'* — a* J a V * ~" ^ •'I \ **" — *' 

^1// s 1 I / / 5\ /'*! — COSf' /•* COSivA 



don<' 



Lim 



r., . . , I , r'l — cost', /** cosi-r/i- 
-K(flf)-4-loga =::loga — / ^- di-h — — ; 

. '* J 1=0 Jo * -I * 
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Le second membra est egal a logs — c, c designant toujours h\ 
constante eulerienne. En effet, / ^^"* cos^^rf^ = T(p) cos — on 

^1 ^« I — r(/?-+-i)cos^* 

I ('P->(i — COSC)^^ — / V^~^ COSV di' z=: . 

On en concint pour /? = o, a cause de Y{p -i- i) = i — €/? -h . . . , 



r* I — cost' , /'"cOSi' , 
civ— I cii' — €, 

'' J I '' 



La relation 



(5i) Lim -K(a)4-loga m-loga — €. 

L ^ J «=» 

donne sur-Ie-cbamp la determination desconstantes A et B, et il vienU 
en se rappelant que '|(0 "== " ^» 



t: 



2 



En cbangeant a en at, il faut remplacer loga par loga h- -'i, et la 
comparaison avec (5o) conduit au developpement 

^ 

donne par Riemann, de Tune dcs integrates de Tequation 



— w = o, 



da^ a da ' 

dont }(ai) est une autre integrate. 

22. On pent changer en integrates definies les series (52), ( 53 ). En 
prenant la derivee par rapport a 2» de la relation connue 



5 f f^«a-l (, - «2)^-« da -zi LliL 



r(rt)r(/>) 
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il vienl, en posanl ensuite a — n -h ^, b = ^, 



/•' lop:(i-//») , i.3...(2/i-i) ^, .. .^ .. 



ol 



1 . 3 . . . ( :? /^ — I ) 



(lone 






..(2/1 — I ) r, x .. "I 

7— ^^ r-^rA log- -^'l{n -h i) 



t:; 



1 .3. . .(a/i — i) 

2 






^//. 



En substiluant cette valeurdo log — h 'f(«4- i) dans les ibrmulcs 
(52), (")3), il vient, apres unc legere rediielion, si Ton obsorvo que 
•i;(i) = -c-log4. 



(•>'.) 



(55) 



%Ma)=f 



■»■ I 



COSrtW 






[— C— Iog2rt(i — u^)]dit. 



Ji y/M* — I J_x yi — ''" 



)] (I". 



23. Nous abordons mainlenant ie developpemcnt en serie semi-con 



[) 




Fig. 4. 
C 




/■ 


• 

B 





A 


+1 X 



JC ' e"*' (lit 
f ^ (lont 

la pariie reelle est -!(«). En integrant sur Ie contour fermeOABCDO 
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{fig* 4)» rintegrale esl nulle. II est evident aussi que rintegrale etendue 
siir CD converge vers zero lorsque C et D s'eloignent indefiniment. On 
voit done que I'inlegrale dc vers A est egale a la difference des inle- 
grales sur OD et BC, en supposant que C et D s'eloignent indefiniment. 
L'inlegrale sur OD s'obtient en posant m = iV, celle sur BC en posant 
w = i-+-fV. En ayant soin de donner le signe convenable au radical 
v/i — //^ dans le point B, il vient 






(«-J)i / r «e-«^^i' 



y/2 -4- iv 

ou bien, en faisant attention a la formule (47)* 

On en conclut les expressions suivantes de J(a), K(a) oil nous avons 
pose encore av = a 



(5:) 




H : \ du 



/ ill I Tu \ 

\ ia \ r>.a/ 



_sm(a-|) 



— / — , ^' I ^-« u * / — — ^ \ du. 




Tzsjia I { I iu I iu 
K(a)= ^=^ / e-ou V— ;— + —7=^ \^// 



(58) , 

COS ( a — ^ I 



Tuy/aa / j / /// / iu 

tJo W 2 a y 2 a 



e/i/. 



M. Lipscbitz developpe maintenant les fonctions reelles 



H - > — « 



y 2 a y 2a ' \y 2 a y 2 a 




2^0 

a Taide de la formulc 



-T(//) —^(o) -+- //-T'(o) -t-. . .-\- 
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// 



/i-i 



I .2. . .{/I — I ) 



,f(/.-l)(0) ^ - 



u 



n 



\ .'X. . .n 



.Tf"H>."), 



X designant une fraction positive. 11 obtient ainsi 



'•M)) 






r/// 



L I . 2 . ( 8 rt 



p -^ 1.2... (2/< — ?.)(^^)'*" 



- 2 



hJ. 



/ 



(Oo) 




t' "// 



/ in / ill 



du 



~ L' '^^ * .2.3.(80 



)= 



-t- ... It 



-f- ._ 



i».3*^.(4/?-3V^ _../ 

i".2". .".(2// — iH^^O''*"'' "*' " 



On voit qu'on obtient ainsi en meme temps le developpement de 
J(a) et de K(a), Quant au terme complementaire R^, la melhode 
adoptee par M. Lipscbitz lui permel d'elablir que la valeur absolue de 
R,i est inferieure a T;,^.,. De meme, R',, est inferieur en valeur absolue a 
T«+r On pent resserrer un peu ces limitations^ et faire voir que R;, et 
R), sont posilifs, oe qui entraine deja queR,^ est inferieur a T;, et a T^^,, 
R;, aT;eiaT;,,,.Enefret, ona 




7t 



dv 



— sin-c 4 / I __ _ 
2flr y .^a 




di> 



I 4- 



2«^ V ^« 



(Gi) 



d'oii Ton eonelut 






^ 




----- + —;== 

lU / III 

2a V ia 



s / / — ^* ' 

/ / 14-7— 5 sin^- 

Jo Jo 4« 



(02) - 






TT 




I// / IM 

2a y 2'a 



du =z — 



2 /* /, /** e""^/*sinMv/ 
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En employanl Tidentile 

z = 1 — 7—^ sin^ V -h. . .zt{ — Sin*'*-* V =p -^^ — ^—z > 

14-7— 2 sin* ^' ^ ^ I 4-.^ sin* I' 

on retrouve les series semi-convergentes deja donnees, mais avec ces 
expressions des termes complemenlaires 




in- 



1 



*e-«w"' »sin*"i' 



(63) R„= — / di' I du, 

24. Lorsque a est grand, Tindice du plus pelit terme dans chaenne 
des series semi-convergentes (Sg), (60) esl a peu pres egal a a. En 
posant a = n -f- Y), on peut developper R„ et R), suivant les puissances 
descendantes de n. Pour facililer un peu les calculs nous remplaQons 11 
par lauy to\}v parv^, en sorte qu'il vient 

Jo Jo ' -+- *' 

Lorsque n esl grand, ce sont seulement les parties dans le voisinage 
de ;/ = I , ^ = o qui ont une influence appreciable, et quand il s*agit 
d*un developpemeni suivant les puissances descendantes de /i, on peut 
borner Tintegration au voisinage de ce point u=^ \] v =^ o, Considerons 
Kn et partageons Tintegrale en deux parties. Dans la premiere, u variera 
•de o a I ; dans la seconde, de 1 a qo. 

Dans la premiere partie, on posera 

Ann, de l'f.c. Normale, 3* Serie. Tome III. — Jiillbt i8S6. 3 1 
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el I'on trouve un resuUat ile la forme 

les coefrioienlsri;.,, elanl des polynomes en r,, et a^,!— o lorsque s csl 
impair. 

Dans la seconde parlie, on posera 

el Ton Irouve cetle seconde partie egale a 

La reunion des deux parlies conduil a Texpression 



, ?.ti 



el le developpemenl de R„, suivanl les puissances desrendanles de // 
est 

En nous bornanl aux deux premiers lermes, nousavons id)tenu 



el, par des calculs lout a fiiil somblabies. 



i fX> . R, — <•-»■' 4 -I r,« - 7 r, - - - . - . 

■ 

Dans les deux cas, le resle du plus pelil lerme esl a peu pres ejral a 
la moitie de ce lerme. 

25. Consideronsmainlenant les fondions J {ah, Kuii ). La premiere 
conduit a une serie semi-convergenle de seconde espece, doni nous 
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nous oecuperons plus lard. Quant a K(ai), a cause de 



K.(ai)=— iJ{ai) -{- - I 



on voit que nous avons a nous occuper, en ce moment, seulement de 
la partie leelle 

En posant w = i h — , on irouve 



c*a=: -e-'' i/- 




e-"r *^/i 



ou bien 



y 2« 



t: 



<<^7) ^'*^^::;:i^" 



^ / / iH sm'#/ 



On en deduit, par le developpement, 



(• ^^ 



iz: I -- — sin-w +-. . . =n — sm*'*-'w -^ 



I H Sin* II ^ ' \-\ sin* u 

ii\%) A^n-./~^\, '* , ''»3» ^ iV3«.. .(2/1-3)^ 1 

V TTrt L '-S^ i.2.(8fl)- i.2...(/«-.i)(8a)«--» "*" "p 









iH sm'« 



Ce developpement semi-convergent a ete donne par Riemann. L'm- 
dice du plus petit lerme est a peu presegal a 2a, en posant 2a = w-f-y], 
nous trouvons 



r t 
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28. Nous (levons n"US occuper maintenanl de b foDction 



I r'^^c-'^^ds 






En posant % =r — I — 2M, il vient 



I* 



J . ai i ^ — I — 



Le developpement de - suiTaot les paisssiDc^s asceodantes de u, 

coDduit f^ns ducuDe difficulte k celte serie semi-coDvergeDte 



I : — . . . . 

l.^I7 1 .2 . >a - J 

(li>niiee par Riemann. mais on n'ohtienl poinl ;iinsi une expres-i^n 
simple du lernie complemenlaire. 

Pour nous debarrasser du radical % i — «, nous obsenons que 



J. 



» ^-d. 



en sorie qu'il vieni 

L'inte^ration dans ie second nienibre s'elend sur la bandr infinie 
VOAB ^/fjc. 5 » de largeur OA = i, ei Tinte^tion, par rapporl a «, nr 
s'eleud que jusqu'a « = i. Atin de franchir cetle limile el de pouvuii 
erendre rintegralion si:r une l^ande VOCD d*une largeur arliilr;i;re 
CV = L, nous observons que 






done 



■6 « 

_ » 



• 4 
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Si done nous excluonsdu champ d'integration la bande iniiniment 
etroile limitee par les deux droites paralleles 

i — u-\- v=z±:e, 

nous pourrons etendre dans (71) I'integralion sur ia bande de lar- 
geur L, VOCD; car, en integrant d'abord par rapport a {^, Tequa- 







Fig. 5. 



/ 




k 



^.^ 



/ 



D 



M 



/ 



/ 



€ 1' 



tion (73) montre que les parties qu'on ajoute ainsi se detruisent. En 
faisant croitre L indefiniment, nous ecrivons sommairernent 



(73) 



J(aO=^v.p./ / .^-^ 



e'-'iau ^^ ^^, 



^0 



-+-^ sfuv 



le sens precis qu'ii faut attacher a cette formule resultant des explica 
tions qui precedent. 

27. En employant maintenant I'identite 



-4- 



u 



u 



rt-1 



4- 



u 



n 



I — u -^ V i-k-v (i-h^)* '*' {\ -^ v)^ (i -+-<•)'*(' — U -\- v) 



on a evidemment 



• 'i I i 



Uk^-tau dudv 



"^O 



^r*' v^ 



Jo (I + ♦')*"' y, 

_T({)T(k + i)T{k + {) 



r(A-Hi) 



(2a) 



k-h 



l.\6 III. >TttiTJE>. 

^t it \ien( 

J . _ ^ . "_ r. ^* ^>^ ^- ^'' 3^-^ ' ^ B 1 

Ce>l \.etre exjiressioo du terine complemeDtaire. <ou5 Iforiue J'inte- 
]^t\\W iouble sia^uliere. qui va nous p^rraeUreden«oudreaveo approx'w 
tuition IVquatioQ traoscen^iaate R, = o. 

2S. Nou> po50Q> la = n — i; el oous deireloppoQS R, suivaat le> 
puix!^uoe> JesconJanles de n. ViaWsnle 

>e Jeconipose aatunrlleoieQi ea deux parties P et *>. que a >a> iiion.s 
(:oQ>i<ierer separemeal. 

DSD'S la premiere partie P» qui est positive, on ^» 

dans li seconde partie oej^ative Q. 

[ fl W £. 

lit* — "'* 

La tWaetioo ^— devient maximum pour u = i, i- = o, el I'm -ij- 

Kt^. ri. 



•I 



lientl.i pariie priacipale «ie Pen iule^raot seulemeal sur L't.'tle parlie 
<Ju cliainp «i'LQte^r;UioQ qui forme le voisiaa^e du point A. Tt)ul«^l'<M>. 
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a cause de la ligne dc discontinuite AM, il faut y ajouter une bande le 
long de celte ligne AM . II en est de meme evidemnrient pour la partie Q, 
et il faudrail doncevaiuerP et Qen elendant Tintegration sur Taire in- 
diquee dans h^g.S; mais, au lieu de cela, nous integrons d'abord 
seulement sur une aire dont la forme est indiquee dans la^^. 7. 



Fig. 7. 




Nous negligeons doncde continuer indefiniment la bande le long de 
la ligne de discontinuite. Nous verrons plus tard que ce procede est 
legitime. 

29. L'evaiuation de Tintegrale P, etendue sur Taire indiquee, s'ob- 
tientpar un changementde variables. 

Nous definissons d'abord une fonction (f(^) pour des valeurs posi- 
tives de oc par les relations 

en supposant que t varie de o a i. La fonction ^(00) est positive et 
constamment croissante, 9(0) = o, 9(00) = 1 . Pour des valeurs suffi- 
samment pelites de .r, on pent developper 9(^) suivant les puissances 
ascendanfes des a?; nous avons deja trouve (n^2) 

Nous inlroduisons maintenant, dans Tintegrale P, les nouvelles va- 
riables .r, yj en posant 



ue' 



■u 
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On voit d'abord que le long de AM (^fig. 7) x est constant et infini- 
inent petit, tandis que j" varie de o a 00. Ensuite, d*apres la definition 
de 9(0?), on voit que, pour i^ = o, on a aussi j' = o, et, le Ibng de OA, 
X varie de oo a o. Nous avons done seulement a nous occuper de cetie 
partie de Tintegrale qui correspond a de pelites valeurs de a? et de j; 
mais, pour des valeurs suffisamment petites de x ct de j, on pent de- 
velopper u et v suivant les puissances croissantes de x et de y; ces 
developpements ne contiennent evidemment que les puissances paires 
de y. En eliniinant ^, on a 

Le premier tenne du developpement de u etant i, on a 

et Ton determine sans difticulte les coefficients a, p, y, . . . par la me- 
thode des coefficients indetermines. Le developpement de s^ se irouve 
ensuite a Taide de la relation r = m— i -f- ^(x). On obtient ainsi 

u:= 1 — v^J?4-|cr*-|- >'* — -j^ y/2 J?' 4- ^2 xv' — . . . , 
r — j*[i -H^o: 4- V^^'-h '^ v/2 j:-' — v^.r/'4-. . .]. 

11 importesurtout de remarquor que tons les termes de t' sont divi- 
siblespar j^, car nous avons observe deja que t^etjs'annulenten meme 
temps. On conclut des developpements precedents 

^Uz=:l — \ sfl^X 4- i^j ^'4- \y^-^T\^^^'^ 4V2XV'4- 

y/i» =r[i 4-iv^.r 4- i4'^'-+- Ta'v'^.r'— \\Pixy^->r , . .]. 

A cause de w = t' -f- 1 — 9(*^)» on a * 

du dv do 

dx dx dx 



et 



du ^i' . 

dy ~~ dy 

du dv du dv dv d^ 

dy dx dx dv dy dx 
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en sorle qii'il vient 

J J V ' + «•/ l — U + V Jin, J J 
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T = ci'?'*>~ 



.-log,i.)^,(^,)-J- 



et, par le developpement de T, 



(-«) 



//( 



ue 



— u \ n 



e-^" du dv 



1-+- i'/ \ — U^V y/„(, 

— e-2« r / e-"^-^'^:^'^ -[larsx'-y'l dx dy. 



L'inlegration s'etend de a? = £\/| et de j = o jusqu'a certaines va- 
leurs posilivesde a: et de J, que nous pouvons determiner maintenant 
par la condilion que la serie 2a^,a/y* soil absolument convergente. 11 



Fig. 8. 




X 



n'est pas ineme necessaire d'etendre le champ d'integration aussi loin 
que possible, et il reste un grand arbitraire dans cette determination. 
La seule chose essentielle a remarquer, c'est que cette determinalion 
ne depend en aucune fagon de n. Les coefficients a^ sont des poly- 
nomes en y] et a^ = o lorsque s est impair {fig. 8). 

30. En traitant d'une maniere analogue Tintegrale Q, nous definis- 
sons d'abord une fonction 9i(^) pour les valeurs positives de Targu- 

Ann, de I'Ec, Normale. 3* Serie. Tome III. — Jcillet 1886. 32 
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ment en posuni 

/ varinnt do i ii x. Puis nous posons 






I -r- *• 

I — M -T- *• = — 9 1 ( .*• ) . 

Le loujr <le AM i^/ii,^ 7) vt- est posilif intinimenl petiu v varie ile o 
a 30. Le long ile Al\ v = o et x varie cle o a oc. 

Kn aehevant le calcul eomme tout a Tlieure, il vient 



\ J J \l - ** I — M-r-V ^,7/; 



l/integration s*etenil encore de x = c\ U / = o jusqu*a certaioes 
valeurs positives de x et de v. Nous pouvons mainteoaQl^ dans les for- 
mules 176) el (,77). etendre Tiategration jusqu*au\ inemes limites 
superieures de x et de v. En reunissant les integrales, les parties qui 
devienneat iniiQies pour £ := c> disparaissent, et il vient 



■ • . » / 



ttf "X'* e 'J* ducii' 



V. p. I / = 



a k 



— .,^ tu I j ^ «-^"'-*-^>* [ia3;.^i.,i^-'>-*l<:ir</v. 



V 



Daas le second inembre, Tintegrale 
ne dirten* de 



V «• 



»• 



<| W I) 



i|ue par uue quaulite qui eouver^e ven» zero plus rapidemeul qu^aucuui^ 



RECHERCflES SUR QUELQUES SERIES SEMI-CONVERGENTES. 2D I 

puissHncc negative de n, et nous obtenons enfin le developpement 
eherclie 

78) v.p. / / ) ^— _e-*«(a,,o-4--^^^ !^ -+-... . 

« 

Nous n'avons pas integre, il est vrai, le long de toute la iigne de 
discontinuite; nnais, comme le resullat auquel nous arrivons reste le 
nieme en cliangeant dans une certaine mesure les limiles superieures 
de X el de J, on voit par la nneme que les parlies un peu eloignees de A 
de la Iigne de discontinuile n*ajoulcnl a Tintegrale que des parlies 
qu*on doil negliger lanl qu*il ne s*agil que d*un developpemenl suivanl 
les puissances deseendanles de n, 

31. En execulant les ealculs que nous venons de decrire, nous avons 
trouve 



(79) 



K„ = e-«-y/^^- l^rj 4- I 4- (1y,»- irj'- irj ~ H^) ~ + . . .] , 



el de la nous concluons la resolulion approcliee de Tequation R„= o 
par Tune ou Taulre des formuies 

(80) 'ia=i/i — I -h !! ^ , 

' ^ 1620/* 



(81) n z=z 2 a -\- I — 



, 43- 

3240a 



Pour avoir une idee de Tapproxinialion oblenue, nous avons calcule 
la racine de Tequalion 



I 



a* a^ _ ^ / 1 r 1' l^3^..(2/^- 3)^ | 

"^ 2« "^ 2«. 4* "^ ^ V inal''^ i.Sa~^"'~^ i .2. . .(/i - i) (8a)"-»J 



pour n = I, 2, 3, 4« 
Voici les resuhats : 



Haciiie Valour approximative 
«. de R„=rc». d*apres (80). Erreur. 

I o,J5J7<j o,3oi5 — 0,043c 

9, 0,7190 0,7341 — o,oi5f 

3 1 ,9.o38 f,9-iiG — 0,0078 

4 1,^955 1,7001 — 0,0049 
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Pour (le plusgrandes valeurs de n, Terreur diminue encore, el les 
formules (80), (81) suffisent pleinemenl a notre but. 
Uiemann, en donnant la serie semi-convergenle, ecrivait 

1/ x . A~«~ V [1.3. ..(2/1 — 1)1* 

\ iTza ^ 1 .2. . ./i(8rt)'» 

et il ajoulail qu'on ne peut calculer ainsi l{ai) qu*en negligeant des 
parties de I'ordre e'^"" vis-a-vis. de I'unile. Le resultat auquel nous 
sommes arrive confirme et precise ces indications. 



£tude de la fonction P(a)=:\ -j;^ — 

32. Nous allons etudier maintenant a noire point de vue le deve- 
loppemenl en serie semi-convergente donne en 1861 par M. Schlomilch 
de la fonction 



1 ^«- 



{Zeitschriftfiir Mathem. und Physik, t. VI). 

En suivant d'abord Tanalyse de M. Schl5milcli, nous partirons de 
ces formules 



2 ( e"» — I ) 2 //I 



i- 

.rt^v /*" ' — cos 7/1 #/ ciu , . , , V . . 



dont la premiere se irouve dans les Exercices de Calcid integral de 
Legendre (t. II, p. 189). On peut Toblenir sans diificulle a Taide du 
developpement 



— ^=y 



Q -ITC/IN 
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La formule (83) se deduit de (82) par une integration par rapport 



a m. 

12 9s n 



En remplagant /;? par -> -» •••, -^) on deduit de (82) 



in 



S"T-=K'"^^"^---"*'i)~" 



2nu 



/** (iu I . n .in 
I -TW. 2 I Sill — h Sin — 



Sin 

et 



( , u . 2nu\ . 2nu ( 2nu\ u 

2 sin — h ... -h Sin = Sin hi — cos ) cot — • 

\ a a J a \ a ) 'xa 

En ajoutant a cette equation celle-ci, qui est une consequence de (83), 



2 nil 
I — cos 



zzi— a log2/z H- /1-4- alogaH-alogvi — ^ '*) — ia / -— , 



e=w» — I u 



on obtient 

\ -p = a(iH h...H log2 71 j -4-alogflr 4- a\o^\\ — e " ) 



I &*— I 



/>« , / / \ I — cos 

I -?¥;: sin / col — — r=- an. 



En faisant croitre indefiniment n, Tintegrale 



/■ 



da 2 nil 
— sin 



e*ii« — I a 



converge vers {, et i'on obtient 

(84) P(«) = «(loga4-€)+l--J., 

* inu 



. .1 — cos 



gJ7r« _ , 
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Oil 

( 8.> ) .1,^ = a / col — I — -r- du 

C'est en (Icvcloppant - — cot -> suivant ies puissances croissanles 

(le w, (|ue iM. Sclilomiicb a d'abord oblenu cetle serie semi-convergenle 
remanjuable 

(86) J,= _Lj ^ 'Y^H-...^ ''- _hH,,. 

* 2.2 1 a 4-4'^ 2/i.(2/e)!rtr*'*- • 

Mais il s*esl glisse une erreur dans cetle analyse, et ie resullat ob- 
tenu par .M. Scbl5niilcb, que H„ ne surpasserait jamais en vaieur abso- 

lue -T„4.,, est necessairement inexacle d*apres Ies reinarquesque nous 

avons developpees dans Tlntroduction. 

Dans leTome 11 de son Cours dWnalyse, M. Scblomicb est revenu sur 
cetle serie, en la ratlacbant cetle fois a la formule sommaloirede Mac- 
laurin, il arrive a ce resultat que la vaieur absolue de R^^ ne peul sur- 
passer 

33. Pour disculer cetle serie a notre point de vue, nous nous servi- 
rons de cette formule 

Nous devons indiquer d'abord comment on pent passer de la for- 
mule (85) a la formule (87). 
A cause de 

C0l-i=> .—^^^5 -y 

1 

on oblient d'abord 

I V' /** t\ an till I — cos 2/*// 
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OU 



(88) 






!\m>dv I — cos^TT/in' 



Q^iz^rav I 



Maintenant on a 



[\av dv I — cos/irr/i/v 



I I — r« 



jVTt'raf 



•^0 •■ l4-£ *^1 -£ 



et, si nous posons pour abreger !\T.r = A, f^Tz^ra = c, 



r^avdi^ I — cos/i^i* 
^ I — r* e'*'— I 

JC' du fi — M I 



23,) 



14-'/ I 



2-+- W ^^(»-^«'— I 



La fonction — - — - ^,, ' ' — - ^,, ', est finie et continue 

dans le voisinage de m = o, el, en appelant M sa valeur pour une cer- 
taine valeur de u coniprise entre o et s, nous avons 



,1 — e 






sin47r/i/£\ 
47r/ir / 



En faisant croilre n indefinimcnt, les integrales 



JC^~^ l^avdv cos^t: nrv r'' [^av dv cos(\r^nrv 



convergent vers zero; done 



[\a{^ dv 1 — cos47r/irp 



,. r 4«^'«^^ 1 — cos47r'i 
Lim I i- — ,^,^„„ 



[^avdv I 



gt7t*rai' I 



M£, 






; 1 



I Vti::; .ur r*"* ci>iiai;i. nov. .1 cf:i- ex^'••r^^.■.^•• o- 



-" ■ I. 

• « — 



-i: Li ikisp.r.: nsiiii- uiiiLicaEL.. aan- 1. icrKJLij- -~ i2 "larLiii 






'H.. I* — . '. . ' 



• « 



-. «■ 



R:. cfic:. oii iroav: 









■ » ' 



^» - 






l!:•^-l^a;^ i- riOiz.r'* w»t"- ji\^^f .t- .» - taii> .";;itJ- 
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developper la racine de R;, = o, suivant les puissances descendantes 
de Ai, on ne doit retenir que Ic premier terme er*'^*"*'. Apres les explica- 
tions du n^ 16, oil se presentait un cas analogue a Toccasion du deve- 
ioppement de \ogT(ai), il ne semble pas necessaire d*insistcr plus long- 
temps surce point, car cela reviendrait arepetera peu pres ce que nous 
avons dit la. La resolution approcbee de 



V. p. f 



— r--^ — =-" « 



se deduit aussitot du resullat du n^ 8, par un simple cliangement de 
lettres, el il vient 

- . 5 IQQ 

(92) 47r'a = 2/i -f- ^ -h ^^ 



6 3240(2/1-4-1) 
^ 12 209207:' a 

et la valeur approchee de R;i, en posant :nz^a — /i -f- yj. 



-h 2 \ 12 



(94) ^""'^^^^"^'''^V 4,^ 

On peul, du reste, negliger le petit terme -t^t^ ^^"^ (9^,)' ^^ 

prendre ainsi simplement 27c^a — ^ pour valeur approchee de la ra- 
cine de R„ == o. 

36. Les expressions precedentes montrent Textreme approximation 
que la serie semi-convergente permet d'obtenir. L'ordre d*approxima- 

lion est e-*"'*"!/ — > et deja, pour a = r, I'erreur ne porterait que sur 

la dix-septieme decimale. Aussi nous prenons pour exemple celte va- 
leur beaucoup plus petite a — \. On trouve N = 4»52 : il faut done 
prendre quatre termes et ajouter encore le cinquieme terme, multiplie 
par une fraction X approximativement egale a o.Sa. On obticnt ainsi 

P(-i) ::= 0,0190210 — O, 00004 1 5 A, 
Ann. dc VEc Normale. 3- Serie. Tome lU.— Aoct i885. 33 
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el, pourX = o,5q, 

P(i) 1^0,018999/4; 

la valeur exactc est 

0,0189992. 

L'approximalion avec laqiielle nous avons resolu Tequation R;t = o 
no laisse ricn a desirer. 
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theorie des cubiques gauche s, 

Pah M. C. GDICHARD, 

IIAITRB DE CONFERENCES A LA FAGULT^ DES SCIENCES DE RENNES. 



1. Considerons un tetraedre ABCD el un plan P, Prenons les traces 
des six aretes du tetraedre sur le plan P. Nous designerons cbacunede 
ces traces par les deux petiles lettres qui correspondent a celles de 
I'arele. Les six points ainsi obtenus sont les six sommets d'un quadri- 
latere complet (yig^. i). On voit facilement que, reciproquement, tout 
quadrilatere complet pent s'obtenir ainsi. 




Cela pose, par deux pointsR et S du plan P et par les quatre points 
A, B, C, D, faisons passer une cubique. Du point A projetons la cubique 
sur le plan P. Elle se projetle suivant une conique circonscrite au 
triangle abacad ei passant par R et S. On pourra de memc projeter la 
cubique des points B, C et D sur le plan P. On obtient ainsi quatre co- 
niques passant par R et S et circonscrites aux quatre triangles du qua- 
drilatere complet. II est clair que toutes ces coniques passent par le 
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d'interseclion de la cubique avcc le plan, ce qui donnerait un nouveau 
theoreme relalif a lay?^. 2. 

Par cette melhode, a chaque point R du plan P on fait correspondre 
deux points S et T du meme plan ; a un autre point R' correspondront 
cle meme deux autrcs points S' et T'. Nous allons demontrer que les 
six points R, S, T; R', S', T' sont situes sur une meme conique. En 
effet, par les neuf points A, B, C, D, E, S, T, S', T', on pent faire passer 
une surface du second ordre. Cette surface contient sept points de la 
cubique A, B, C, D, E, R, S, T; ellc la contient enlierement et, par 
suite, passe par Ic point R. On voit de meme qu'elle passe par R', ce 
qui demontre le tbeoreme enonce. 

3. On pourrait maintenant prendre six points A, B, C, D, E, F, puis 
marquer les traces desdroitesqui lesjoignentdeuxadeux surle plan P. 
Les quinze points ainsi obtenus donnent une figure composee de trois 
triangles homologiques deux a deux, des trois points de rencontre de 
leur cotes et de leurs trois centres d'homologic {fig* 3). 

Fig. 3. 




Dans cette figure se trouvent six pentagones : 

I* ab ac adaeaf; 

^'* ab be bd be bf; 

30 ae be ed ee ef; 

4* ad bd ed de df\ 

5° ae be ee de ef\ 

6" afbfcfdfef. 
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Cela pose, par les six points A, B, C, D, E, F faisons passer une cu- 
bique; puis projetons successivement relte cubique des points A, B, 
C, D, E, F sur le plan P. On obtiendra ainsi six coniques circonscriles 
respectivement aux six pentagones de \^fig- 3. II est clair que (oules 
ces coniques passenl par les trois points d'intersection de la cubique 
avec le plan P. 
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PHENOMENES THERMO-fiLECTRIQUES 



ET 



PYRO-filECTRIQUES, 



Par p. DUHEM. 



DEUXIEME PARTIE. 

PHENOMtNES PYRO-ELECTRIQUES ('). 



I. — Historique. 

Vers la tin du xvii* sifecle, les Hollandals rapporlerent de Ceylan une 
pierre curieuse que les indigenes nommaienl tournamaly c'est-a-dire 
tire-cendreSy a cause de la propriete qu'elle possede d'attirer les cendres 
lorsqu'on la jelte dans le feu. C'est la pierre qui est connue aujour- 
d'hui en Mineralogie sous le nom de tourmaline. 

Lemery en donna la premiere description en 1717. En 1756, 
OEpinus montra que les proprietes de la tourmaline sont dues a un 
developpement d'eleclricite, et que les deux extremites d'un cristal 
echaufTe sont toujours eleclrisees en sens contraire, Tune positive- 
ment, Tautre negativement. Bcrgmann montra plus tard que les elec- 
triciles de signe contraire qui se degagent aux deux extremites d'une 
tourmaline cliaufTee sont toujours egales en quantile. 

En 1759, Canton (^) fit Tobservalion que Telectrisation d'une tour- 



er) yoir premiere Partie *: Phcnomenes thenno-<flcctriques {Annales de l'£cole Normale 
supifrieure, 3® 9drie> t. H, p. 4o5. 

(') Philosophical Transactions, vol. LI, p. :{i)3. 
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maline n'est pas due a la temperature meme, mais a ses variations. 
Un cristal de tourmaline etant porte a une temperature determinee et 
ramene a Tetat neulre demeurera a I'etat neulre tant que la tempera- 
ture ne subira aucune variation; mais il s'electrisera immediatement 
si la temperature vient a changer, etles effets d'electrisation obtenus 
seront de sens contraire selon que Ton echauffe le cristal ou qu'on le 
laisse refroidir. Celte observation est capilale; c'est peut-etre la plus 
importante qui ait ete faite dans cet ordre de phenomencs dont elle 
marque le caraclere pariiculier. 

Gaugain (*) a etudie avec le plus grand soin le degagement d'elec- 
tricite auquel donne lieu la tourmaline lorsqu'elle s'echaufle ou se re- 
froidit. II est arrive a des conclusions tres precises que nous allons 
rappeler brievement : 

1° On peut charger un condensateur lorsque Ton met les deux 
poles d'une tourmaline qui s^echaufTe ou se refroidit en communica- 
tion avec les deux plateaux du condensateur. 

2^ La quantile d'electricite que peut developper une batterie de 
tourmalines accouplees par leurs pdles de meme nom est egale a la 
somme des quantites que fourniraient les elements separes. 

3^ Une pile de tourmalines superposees developpe exactement la 
meme quantite d'electricite que I'un quelconque des elements qui 
servent a la former. 

4° La quantite d'electricite developpee par un prisme de tourma- 
line est proportionnelle a sa section et independante de sa longueur. 

5® La Vitesse du developpement electrique (c'est-a-dire la quantile 
d'electricite qui se produirait pendant Tunite de temps si la produc- 
tion se maintenait telle qu'elle est a un instant donne) est propor- 
tionnelle a la Vitesse du refroidissement qui appartient au meme 
instant. 

Done la quantite d'electricite que developpe une tourmaline lorsque 
la temperature s'abaisse d'un nombre de degres determines est inde- 
pendante du temps que le refroidissement met as'operer. 



( ») Gaigain, Comptes rendwi, t. XLII, p. 1264 (i856); t. XUII, p. 916 ct 1 122 (i856); 
t. XLIV, p. G28 (1857). — Annates de Chimie et de Physique^ 3" s6rio, t. LVH, p. 5 
(1859). 
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6" La quantite d'electricile que produit une tourmaline, lorsque sa 
temperature s*eleve d'un nombre donne de degres, est precisement la 
meme que celle qui resulterail d'un abaissement de temperature 
egal. 

Dans toules les experiences de Gaugain, on voit une tourmaline 
qui s'echauffe ou se refroidit se comporter comme une pile d'une 
grande force electromotrice, mais en meme temps d'unegrande re- 
sistance; cette analogic est completee par les experiences de M. E. 
(lu Bois-Reymond (*), qui a obtenu un courant sensible en plagant 
une lame de tourmaline chaude entre deux lames de platine reunies 
par un fil metallique. 

Les phenomenes pyro-electriques ne sont pas particulicrs a la 
tourmaline; on les a observes aussi sur un grand nombre de cristaux, 
mais a un degre moins eleve. Canton avait deja reconnu les memes 
proprietes dans la topaze et Temeraude du Bresil ; Brard, dans Taxi- 
nite; Hauy dans la boracitc, le mesolvpe, I'oxyde de zinc, la preh- 
nile, le spbene; Brewster, dans beaucoup d'autres mincraux naturels, 
tels que le spath calcaire, le beryl, le spatb fluor, le quartz, ct dans 
plusieurs cristaux arlificiels, parmi lesquels le tarlrate double de po- 
tasse et de sonde et I'acide tartrique. 

Toutes ces rechercbes ont conduit a une importanle correlation 
entre la forme cristalline et les pbenomenes pyro-electriques. Hauy (*) 
a remarque, le premier, que les substances cristallisees qui possedent 
les proprietes pyro-electriques, lelles que la tourmaline et la boracile, 
derogent a la loi de symetrie et sont frappees d'hemiedrie. Cclle ob- 
servation a ete ensuite confirmee et generalisee en parliculier par les 
nombreuses experiences de Riess et Rose ('). On peut regarder au- 
jourd'hui la pyro-eleclricite comme intimement liee a I'hemiedrie a 
faces inclinees ou hemimorphisme . Lorsqu'on ecbauff'e le cristal, les 
extremitcs de Taxe d'hemimorpbisme prennent des electricites con- 
Iraires; Taxe d'bemimorpbisme est d'li are de pyrO'clectncite. 



(*) V. RiESS, Rcibutigselektricitdt, vol. H, p. 475. 

(*) Hauy, Traitc de Mine'ralogic, t. HI, p. 54- — Jiuiaks dc C/u'mic ct de P/ij.uque, 
1'* serie, t. IX, p. 59. 
(3) Archives d'clectricitc, t. lU, p. 585. 

Ann, de Vic, Aormale. 3* Scric. Tome Ul. — Aoit 188G. 3^ 
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. En 1866, >1. Hankcl ( * ) publia une longue seric de rccherclirs sur 
la pyro-electricile des erislaux. Ces reclierchcs conduisaient a celle 
r.onsequencc que Taxe de pyro-electricile est une droile determinee 
r/r direction et de position^ landis qu'en cristallographie toutes lei^ 
(Iroiles sonl determinees seuleinent en direction. 

MM. Friedel et J. Curie (*) monlrercnt que les phenomenes singu- 
liers observes par M. Hankel devaient s'expliquer par un echautfe- 
ment irregulier des cristaux etudies qui, en alterant la symetrie de 
struclure de ces cristaux, les douait d' una pyro'eleciricite accidenirlle, 

MM. Friedel et J. Curie pousserent plus loin ces reclierches; ils 
montrerent que la pyro-electricile acridentelle elait extremement 
frequente, qu'elle etait la cause veritable d'une Ibule de pbenomenes 
attribues a la pyro-electricite normale. Partanl de ce principe, auquel 
MM. P. et J. Curie avaient ete conduits par des experiences dont nous 
parlerons plus loin, qu'une laine cristalline developpe une quantile 
d'electricite proportionnelle a la dilatation de la subslance dans la di- 
rection normale a la lame et au cosinus de Tangle que cclte direction 
I'aitavec Taxe d'bemiedrie, ils n'hesiterenl pas a declarer que la pyro- 
electricite du quartz et des substances cubiques, lelles que la blende el 
Ic chlorate de sodium, qui presentent Themiedrie telracdrique ou la 
tetartoedrie, etait purement accidenlelle et due a un cchaufTemenl 
irregulier. En effet, I'experience montra que ces substances ne don- 
naient aucun signe de pyro-electricile lorsqu'on les echaufi'ait regu- 
lierement (^). L'etude dc la pyro-electricile de la boracile donna aux 
vues de MM. Friedel et J. Curie une nouvelle confirmation. 

Les idees de MM. Friedel el J. Curie onl ete exposees par M. Mal- 
lard dans son Traile de Cristallographie ( ^). M. Mallard en a deduit la 
condition necessaire et sufTisante pour qu'un cristal jouisse de la 
pyro-electricile normale : le cristal ue doit pas avoir dc centre et ne 
doit presenter qu'un seul axe de symetrie. 



( * ) VIl' Abhandlung des Vni**" Bandcs der Abhandltw^en iter Maihcmatisch-physisclwit 
Classe dcr KonigUch Sachsischen Gesellschaft der fplsscnxchaften. Leipzig; 1866. — Voir 
rtiissi : G. Wiedemann, Die Lehrc von der Elektrlcitiit, H Band, p. Sao. 

(') Friedel ct Curie, Bulletin de la Societtf mineralogiqite, vol. V, p. 28>.; 1882. 

(•) Cii. Friedbl el J. Curie, Bulletin de la Socit^ttf mine'ralDgique de France, \. V. 
p. 282 (1882); I. VI, p. 191 (i883). 

(*) Mallard, Trmtd de Crixtaltographie^ vol. II, p. 571. 
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Nous avons indique Tidee qui avail amene MM. Friedel et J. Curie 
a dislinguer la pyro-electricite naturelle et la pyro-eleclricile artifi- 
cielle. Celte idee avail ete emise par MM. P. el J. Curie cotnme con- 
clusion de leurs experiences sur la Piezo-electncite. 

MM. P. et J. Curie (•) ont observe qu'en conipriinanl une lame de 
lournialine dans le sens de Taxe ternaire, les faces normales a eel axe 
so chargent d'eleclricile de noms contraires. Lorsqu'on delend la 
lame apres Tavoir ramenee a Tetal neulre, on observe un nouveau de- 
gagement d'electricite, mais en sens conlraire du precedent. 

« Pour lous les cristaux, les effets produils par conipression, 
disaient MM. Curie, sont de meme sens que ceux produils par le re- 
t'roidissement; ceux dus a une decompression sont de meme sens que 
ceux dus a un echauffemenl. 

» II y a la une relation evidenle qui permet, dans les deux cas, de 
rapporter les phenomenes a une cause unique et de les reunir dans 

Tenonce suivant : 

« 

» Quelle que soil la cause detenninantey toutes lesfois quun cristal 
hemiedre a faces inclinees, non conduQteurj se contracte, il y a formation 
de poles electriques dans un certain sens; toutes les fois que ce cristal se 
dilate^ le degagement d' electricite a lieu en sens contraire, 

)) Si celte maniere de voir est cxacte, les effets dus a la compression 
doivent etre de meme sens que ceux dus a rechauffement dans une 
substance possedant, suivant Taxe d'hemiedrie, un coefficient de dila- 
tation negatif. » 

MM. P. et J. Curie montrerent ensuile (.') que les phenomenes 
piezo-eleclriques presentes par la tourmaline obeissenl aux lois sui- 
vantes : • 

I. Les deux exlremites d'une tourmaline degagent des quantites 
d'electricile egales enlre elles, mais differcnles de signe. 

II. La quanlile d'electricite mise en liberie par une certaine aug- 
mentation de pression est egale a celle que produit une egale diminu- 
tion de pression, maisde signe conlraire. 

III. Cetle quantite est proporlionnelle a la variation depression. 

IV. Elle est independante de la longueur de la tourmaline. 



H ) p. et J. Curie, Comptes rendus, I. XCI, p. 519 {; 1880. 
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V. Pour line menie vnrialion cle pression par unite de surfjicc, elle 
est proportionnelle a la surface. 

MM. P. et J. Curie (*) ont eludie egalement les pbenomenes piezo- 
electriques du quartz. Nous n'insisterons pas ici sur leurs experiences, 
nous reservant d'y revenir lorsque nous en ferons la theorie. Nous 
nous contenlerons egalement d*indiquer les recherches plus recentes 
de M. Rontgen (^) sur le meme sujet. 

M. Lippmann (*) a montre que, en vertu du premier principe de la 
Theorie mecanique de la chaleur, les phenomenes decouverts par 
MM. Curie entrainaient la consequence suivante : lorsqu*on charge 
d'electricites contraires les deux extremites d*un crislal hemiedre, ce 
cristal subit une deformation inverse de celle qui determinerait a sa 
surface une charge electrique identique a celle qu'on lui a commu- 
niquee. 

Peu de temps apres, MM. P et J. Curie (*) verifiaient Texactitude 
de cette proposition. Les deformations electriques subies par un cristal 
etaient manifestoes dans leurs experiences par les phenomenes de 
piezo-electricite qu'elles determinaient dans un autre cristal. 

Plus recemment, M. Rontgen (*) et M. Kundt (•) ont verifie les 
deformations electriques du quartz en faisant usage des phenomenes 
de double refraction. 

Nous venons d'esquisser rapidement Texpose de nos connaissances 
touchant les phenomenes pyro-electriques. Cet expose, tout in- 
complet qu'il est, montre que ces phenomenes ferment aujourd'hui 
un groupe curieux et important dans Tensemble des faits qu'embrasse 
la science de TElectricite. Existe-t-il une theorie permettant de relier 
tons ces faits entre eux? Jusqu'ici, la Physique ne possede a cet egard 
que quelques aperQus dus ^ Gaugain et a Sir W. Thomson. 

(») P- 01 J. Curie, Comptes rendux, t. XCI, p, 383 (i88o); t. XCII, p. 35o (i88i) 
I. XCm, p. ao4 (i88i). 

(•) Rontgen, Ber, dcr Oberrh, GexcUschaft fur Natur- und Hcilkunde, XII (fricde- 
man/i's Antmlcn tier Phjrsik und C/temie, t. XVIII, p. 2i3 ot 534; i883). 

( ') G. Lippmann, Annates de Chimie et de Phjsique, 5* s6rie, I, XXIV, p. i45; i88i. 

( M P. ot J. Curie, Comptes rendus, I. XCII, p. ii37 (i88i); I. XCV, p. 914 (1882). 

(*) Rontgen, fViedemann's Annalen der Physik und C/iemie, t. XVIII, p. 2i3 ot 534 ; 
1 883. 

(•) KvNDT, ff^iedemann's Annalen der P/ijsik und Chemte, t. XVIII, p. 228; i883. 



PHENOMfeNES PYRO-^LECTRIQUES. 269 

Gaugain avail cherche dans les phenomenes thermo-electriques des 
fails analogues 4 ceux que Ton attribue a la pyro-eleclricite. Les 
idees quMl avail emises el les experiences qu*il avail instiiuees sonl 
cxposces dans tons les Traites de Physique; neanmoins les idees de 
Gaugain paraissenl aujourd'hui abandonnees. 

D^apres Sir W. Thomson (^), une lourmaline est toujours, m&me 
lorsque tous ses points sont a une mime temperature constante, dans un 
olal de polarisalion eleclrique equivalenl a deux couches d*electricite 
de signe conlraire, reparties sur les deux exlremites. Si elle semble a 
Telal neutre lorsque sa temperalure ne varie pas, c*esl que le milieu 
prend, au bould'un certain temps, une electrisation inverse, qui neu- 
tralise pour lout corps exterieur Taction de la tourmaline. Lorsque la 
temperature de la tourmaline varie, celequilibre est rompu, el Telec- 
trisation devient apparente. 

Cette explication de Sir W. Thomson fait intervenir une neutralisa- 
tion, due ^ Telectrisation du milieu, qui ne presente d'analogie avec 
aucun autre phenomene electrique (^). 

Dans ce qui va suivre, nous tenterons d'etablir, au moyen des prin- 
cipes fondamentaux de la Thermodynamique, une theorie qui relie 
ensemble les principaux phenomenes pyro-electriques et piezo-elec- 
triques. 

IL — Nicessit^ d'admettre la structure riticulaire des corps. 

Imaginons une lame cristalline a faces paralleles; snpposons les 
dimensions de ces faces assez grandes par rapport a Tepaisseur de la 
plaque pour que nous puissions ne tenir aucun compte des pheno- 
menes qui se produisent sur les bords de la plaque. Si lous les points 



(») Sir W. Thomson, P/iilosophical Magazine, 5* s6rio, t. V, p. 2i; 1878. — Cyclo- 
pcedia of the Physical Sciences, a' Edition; i860. — BeiblOtter zu den Annalen der Phrsik 
and ChermCy t. H, p. 76. 

(' ) Dans un M^moire public post^rieurement u la redaction de notre Iravail {JViedema/in*s 
Annalen der Phjrsik und ChemiCy t. XXVIH, p. 43, avril 1886), M. Riecke a d^velopp^ la 
theorie de Sir W. Thomson. Nous nous proposons d'examiner celte th6orie, dans un travail 
ult^rieur, plus compl^lement que nous n*avons pu le faire ici et de montrer qu'elle no suifit 
pas ^ expUquer les ph6nom6nes pyro-^Iectriques. 
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<le la plaque ne sont pas a la meme temperature, nous supposerons 
(|ue les surfaces isothermes soient des plans paralleles aux faces de la 
plaque. Les deux faces de la plaque seront supposees a une meme 
temperature; cetle temperature sera moindre quecelledes parties in- 
ternes de la plaque, si la plaque est soumise a un refroidissement; 
elle leur sera superieure si la plaque est soumise a un rechauffement. 

Les choses etant dans cet etat, il s'agit d'expliquer comment les 
deux laces de la lame, supposees identiques, peuvent presenter une 
difference de niveau potenliel, ainsi qu'il resulte de Texperience de 
Gaugain, et comment ces deux faces, mises en communication Tune 
avec Tautre par un fit metallique, donnent naissance a un courant, 
ainsi qu'il resulte de Texperience de M. E. du Bois-Reymond. 

Soient M et M' deux points pris sur les deux faces de la lame; soient 
V et V les niveaux potentiels en ces deux points, oil la nature de la 
substance est supposee la meme; posons 

(I) e{y-\')^C, 

IVapres le § II de la premiere Partie de ce Memoire (*), nous savons 
que, si Ton reunit les deux faces de la lame par un fil metallique dont 
tous les points sont a la meme temperature, le circuit ferm^ sera le 
siege d'un courant permanent; la force electromotrice qui tend a 
faire passer ce courant du point M au point W au travers de la lame 
cristalline a pour valeur c. L'e^^plication du courant observe par 
M. E. du Bois-Reymond est ramenee a Texplication de la difference de 
niveau potentiel entre les deux extremites d'une tourmaline chauffee. 

Or, des principes poses relativcment a la valeur de C dans le § III 
de la premiere Partie, il resulte : 

i^ Que c est identiquement nul, quelle que suit la constitution de 
la plaque, si tous les points de cette plaque sont a la meme tempera- 
ture; 

2'' Que c est identiquement nul, quelle que soit la distribution des 
temperatures dans la plaque, si cette derniere est formee d'un milieu 
homogene. 

De la premiere proposition, il faul conclure que les phenomenes 



(*) Annales de VEcole Normale superieure, 3* s^rie, L II, p. 4 '4- 
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pvro-eieclriques ne peuvent se manifester que lorsque la plaque se 
rechauffe ou se refroidil. 

De la seconde, il faul conclure que les phenomenes pyro-eleclriques 
(lemeurenl inexplicables si Ton se represente la matiere qui constitue 
les substances pyro-electriques comme forinee par un milieu homo- 



gene. 



Gette conclusion paraitra peut-elre inairendue; toutefois, si Ton le- 
marqueque les phenomenes pyro-eleclriques sont intimement lies a la 
forme crislalline, il semblera nature! que Thypothese de Tabsolue ho- 
mogeneitede la matiere masque la raison d'etre des phenomenes pyro- 
electriques comme elle masque la raison d'etre de la forme cristal- 
line. 

Bravais a montre que Ton etait conduit fort simplement aux lois de 
la crislallographie si Ton admettait que la matiere possede une struc- 
ture periodiquement variable h laquelle il a donne le nom de stnicturr 
reticulaire; on est porte a se demander si Thypothese de la structure 
reticulaire des corps ne conduirait pas aussi a Texplication des pheno- 
menes pyro-electriques. C'est a cette queslion que nous chercherons a 
donner une reponse dans ce qui va suivre. 

Nous n'exposerons pas ici lesproprieles bien connues des syslemcs 
reliculaires. Nous ne ferons aucune restriction sur la maniere dont 
varic la constitution de la matiere a Tinterieur de Tune des maillcs du 
reseau; cette constitution pou'rra varier (Pune maniere continue ou 
discontinue. 

III. — Surface de pyro-61ectricit6. 

A rinterieur d'un solide, dont nous admeltons la constitution reti- 
culaire, traQons un plan que nous supposerons tout d*abord etre un 
plan reticulaire. Comme il suffit de changer infmiment pen Torienta- 
tion d*un plan quelconque pour le faire coincider avec un plan reticu- 
laire, nous nous contenterons, dans ce qui va suivre, d'eludier des 
plans reticulaires; nous etendrons ensuite, par voie de continuite, a 
tous les plans possibles, les r^sultats que nous aurons obtenus. 

Les noeuds du reseau forment sur le plan (|ue nous oonsiderons des 
sommels de mailles parallelogrammes. Le rapport d'un cote de la 
maille a la plus courte distance qui puisse exister enlre deux ncieuds 
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pris a rinlerieur du solide peut elre considerable. Mais, comme ia plus 
courle dislonce qui puisse exister entre deux noeuds est assurement 
une grandeur d'une extreme petitesse, nous admettrons que ies cotes 
de la inaille dont nous parlons sont encore tres petils par rapport aux 
longueurs que Ton peut mesurer dans Ies experiences qui nous oc- 
cupenl. 

Soit ABCD {fig. 1) une maille du plan reliculaire que nous con- 
siderons. Dans ce ineme plan, traQons un autre parallelogramme 
A'B'C'D' egal au premier et semblablement place. II est tres facile de 
voir, d'apres la periodicite que presente la structure du solide, que 
tout point pris a Tinterieur du parallelogramme A'B'CD' est homo- 
logue d*un point pris a Tinterieur du parallelogramme ABCD. 

Fig. I. 




Supposonsque tons Ies points du plan que nous considerons soient 
a la meme temperature. Concevons qu'line charge eleclrique 9, d'abord 
uniformement distribute sur le parallelogramme ABCD se deplace 
dansle plan considere de maniere a venir se distribuer uniformement a 
la surface du parallelogramme A'BX'D'. II est aise de voir que, dans 
ces conditions, la modification dont nous venons de parler ne produit 
aucun travail compense. En effet, le transport 61ectrique s*etant ef- 
fectue par Tintermediaire de points qui sont tons a la meme tempera- 
ture, le travail compense depend uniquement de Fctat initial et de 
Tetat final du svsteme, et nullement de la maniere dont s'est effectue 
le changenient d'etat. II est done le meme que si chacune des charges 
electriques avait passe du point oil elle se trouvait a Tinterieur du 
parallelogramme ABCD au point homologue A'B'C'D'. Mais, d*apre.s 
Ies principcs poses dans la premiere Partie, lorsqu'une charge elec- 
trique passe, par rintennediaire de points qui sont tons a la meme 
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leinperaturc, d'un poinl a un autre point ayant la m^me nature que le 
|)remier, elle ne produit aucun travail vompense. La proposition que 
110U8 avons enoncee peut done elre regaidee comme demoniree. 

Concevons mainlenant un second plan retieulaire parallels au pre- 
cedent. Les noeuds du reseau dessinent sur ce nouveau plan les som- 
inels de parallelogranimcs egaux au parallelograrame ABCD et seni- 
blableincnl places. Soil abed un de ces papallelogramines (fig. -i)- 



SupposonR en premier lieu que les deux plans considures el I'espacc 
qu'ils comprennenl enlreeux presenlent la ineme Icmperatnre en tous 
leurs points. Supposonsqu'une charge rieotrique soil lout tl'abord dis- 
trrbuee uniformomcnt sur le paralltilogramme ABCD, puis que louleit 
les particules qui composent cette charge soient deplacees paralliile- 
inenta une certaine direction Aa' jut^qu'a la rencontre du nouveau plan 
reliculaire. Ln charge viendra alors sc distrihuer uniformenicnt sur uii 
parallelogramme a'b'c'd' egal au parallelograninie abed el senibla- 
blemcnt place. II est aise de voir que cette nouvellc moditicalion n'en- 
traine encore aucun travail coinpense ; en cffet, puisque aucune diffe- 
rence de temperature n'entrc en consideration, il est pennis, pour 
ovaluer le travail compensc, de remplacer la niod1fici<tion par deux 
autres modifications conduisant le systemc du meme elat initial au 
mcme etat final : c'est ce que nous ferons de la maniere suivante. Nous 
supposerons que les diverses particules electriques se soient, en pre- 
mier lieu, deplacees paralielement ii la direction Aa ; ce deplacement 
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a amene chacune d'elles du point qu'elle occupait a la surface du pa- 
rallelogramme ABCD au point homologue du parallelogramme aicrf ; 
retle premiere modification n'a produit aucun travail compense ; nous 
supposerons ensuite que la charge electrique ainsi repartie sur ie pa- 
rallelogranimeaZ^rd/ vienne, en se deplaganl dans Ie plan de ce paral- 
lelogramme, se dislribuer sur Ie parallelogramme a'h'c!d'\ d'apres 
ceque nous avons demontre tout a Theure, celle seconde modification 
ne produit encore aucun travail compense. La modification qui resulie 
de ces deux-la ne produit done pas davantage de travail compense. 

Examinons maintcnant ce qui advient lorsque la temperature n'est 
plus la meme aux divers points du corps. 

Nous supposerons que chacundes deux plans reticulaires ait la meme 
temperature en tous ses points, mais que la temperature ne soit pas 
la meme sur les deux plans. Nous supposerons en outre ces deux 
plans extrememenl rapproches, en sorte que la temperature ne variera 
que tres peu de Tun a Tautre. Le corps etant place dans une position 
hien determinee et les deux plans etant supposes de front, comme 
dans la y?^. 2, nous supposerons enfin, pour fixer les idees, que le 
plan le plus chaud soit a droite du plan le plus froid; nous designe- 
rons par t!\ i'exces tres petit de la temperature du premier sur la tem- 
perature du second. 

Cela etant, supposons que la charge 7, distribuee uniformementsur 
le parallelogramme ABCD, trace a la surface du plan le plus froid, se 
porle sur le parallelogramme a!Vdd\ comme nous Tavons suppose 
tout a rheure; evaluons le travail compense engendredans cette modi- 
fication. 

Les points traverses par les charges eleclriques en mouvement ayant 
des temperatures extrememenl peu diderentes les unes des autres, on 
pent encore, pour calculer le travail compense, decomposer la modifi- 
cation en deux autres qui aient pour effet d*amener le sysleme du meme 
etat initial au meme etal final. Adoptons le meme mode de decompo- 
sition que dans le Oas precedent. La deuxieme modification n'enlrainora 
aucun travail compense ; le travail compense que nous voulons calculer 
se reduira done au travail compense que produit la charge 9, d'abord 
uniformement distribuee sur le parallelogramme ABCD, en se transpor- 
tant d'un plan a Taulre parallelement a la direction Aa; ii est par con- 
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sequent independent de la direction parallelement a laquelle sVst 
effeelue le transport de releclricite entre les deux plans isotliermes. 
Lorsque ST = o, le Iravail que nous voulons calculer est, comme 
nous Tavons demonlre, egal a zero; nous pouvons done le regarder 
comme proporlionnel a ST. D'ailleurs, il est evidemment proporlion- 
nel a q. Si nous designons par (o I'aire du parallelogramme ABCD, par 

= ^ la densite superficielle de Telectricile lorsque la charge q est 

repartie uniformement sur ce parallelogramme, Ic travail compensc Sr 
que nous voulons evaluer pourra elre represente par la formule 

Nous allons etudier les proprieies de la quanlite p. 

II est d'abord evident que si, sans changer ST, nous changions la 
temperature T du plan le plus froid, p pourrait changer de valeur, en 
sorte que nous devrons regarder p comme une fonction deT. 

Si Ton renversait lesens du mouvementde I'electricite, sans changer 
le sens dans lequel varie la temperature, il est aise de voir que Se^ 
changerail de signe sans changer de valcur absolue. II suffit, pour le 
demontrer, de faire passer la charge q du parallelogramme ABCD an 
parallelogramme abed, puis de la faire revenir au premier; le systeme 
n'ayant pas change, Tenlropie aura garde la memevaleur, et, comme 
la modification a ete produite dansun espace dont tous les points ont 
des temperatures extremement peu differenteJ?, le travail compense 
produit doit etre nul. On pourra done, dans la formule precedenle,* 
regarder p comme independant du sens dans lequel on a deplace I'elec- 
tricite^ pourvu qu'on change le signe de quand on renverse le sens 
du deplacement. 

Mais sMI est permis, dans la formule precedenle, de changer le sigue 
de ou lesens de parcours de Telectricilc sans changer la valeur de p, 
il n'est pas permis, sans changer la valeur de p, de changer le signe 
de St, c'est-a-dire le sens dans lequel varie la temperature. Rien nede- 
montre que la qiiantite p garde la mime valeur lorsque les temperatures, au 
lieu de croitre de la gauche vers la droite, croissent de la droite vers la 
gauche. 

Toulefois, si la structure que le corps present e a finterieur d*une maille 
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du reseau presenle une symetrie dwite ou oblique par rapport a an plan 
parallele au^ plans isotliermes meneparle centre de la maille^ la quantite^ 
^ardera evidemment la m6rne valeur lorsque I'on renversera Vordre de 
variation des temperatures sans /aire imrier P orientation des plans iso- 
thennes. 

Ces deux remarques sont, comme nous le verrons dnns la suile, In 
t'ondement de la iheorie des phenomenes pyro-electriques. 

L'orienlalion d'un plan reliculaire isolherme sera definie par la di- 
reelion d'une normale a ce plan, menee dans le sens oil les temperatures 
eroissenl. Nous pourrons dire alors que la quantite p ne garde pas ne- 
cessairementla meme valeur lorsqu'on remplace Torientalion des plans 
reticulaires isotliermes par Torientalion inverse. 

Plus generalement, si Ton remplace un systeme de plans reticulaires 
isothermes par un autre systeme de plans reticulaires isolhermes, en 
d'autres termes si Ton change Torientation, la quantite p pourra 
changer de valeur. 

Les considerations que nous venous d'exposer supposent qu'a Tinte- 
rieur du solide considere les surfaces isolhermes sont des plans, hypo- 
these simple que nous conserverons dans ce qui va suivre ; mais elles 
supposent en outre que ces plans sonl des plans reticulaires, restriction 
dont il faut nous affranchir ; il suffit pour cela de donnor aux enonces 
precedents une forme telle qu'on puisse les etcndre par voie de conti- 
nuite aux plans non reticulaires. 

Envisagcons a la surface d'un plan reticulaire un ensemble de mailles 
'ayant une aire totale Q; prenons le contour dc cetle aire pour direc- 
trice d'un cylindre, droit ou oblique, dirige, par exemple, vers les 
parties du corps oil la temperature est plus elevee ; limitons ce cylindre 
par un deuxieme plan reticulaire parallele au premier; supposons que 
du premier plan au second la temperature aille sans cesse au crois- 
sant. 

Supposons qu*une charge electrique dislribuee avec la densite sur 
la surface se transporte, parallelement aux generatrices du cylindre, 
jusqu'a la deuxieme base de ce cylindre. Le travail compense effectue 
est egal, d'apres ce qui precede, a 
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11 n'y a plus alors aucune diUicuIte a etendre celte expression au eas 
ou les surfaces isotliermes sont des plans queleonques. 

Sur un plan isotherme IraQons une surface finie d'aire Q. Soil T© la 
temperature du plan isotherme en question. Prenons le contour de la 
surface Q pour directrice d'un cylindr^ droit ou oblique. Limitons ce 
cylindre parundeuxieme plan isotherme de temperature T. Supposons 
qu*une charge electiique repandue uniformement avec une densile 
sur la surface Q se transporte, parallelement aux generatrices du cy- 
lindre, jusqu'a la seconde base du cylindre. Le travail compense effectue 
aura pour valcur 

(3) (E—^e f pclTy 

p etant une quantite qui depend dela temperature! et de Tonentation 
des plans isothermes. 

Gette proposition est le fondement de la theorie que nous allons ex- 
poser; son enonce ne porte plus aucune trace de Thvpothese sur la 
constitution des corps cristalliscs dont nous sommes partis pour Tela- 
blir. II devait en etre ainsi ; les equations sur losquelles repose une 
theorie ne doivent pas dependre dos images loujours imparfaites que 
nous nous faisons de la conslilulion des corps; mais ces representations 
peuvent elre d'un grand secours dans la decouverte de semblables 
equations. Sans I'inlroduction des reseaux et en conservant I'hypo- 
these de la complete homogeneite des solides, il serait impossible de 
comprendre comment p depend de I'orientation des plans isothermes. 

La dire^jtion qui detinit Torientation d'un plan isotherme est deter- 
minee lorsqu'on donne les cosinus a, p, y des angles que cette direc- 
tion fait avec trois axes de coordonnees rectangulaires. Pour une tem- 
perature determinee, p varie lorsqu'onfait varier les parametres a, p, y, 
qui definissent Torientation des plans isothermes. On pent donner de 
cette variation une representation dont nous ferons par la suite un fre- 
quent usage. Sur la droite qui definit Torientation du plan isotherme, 
portons une longueur egale a la valeur correspondante de p, dans le 
sens de la droite ou en sens contraire, suivantque pest positif ou ne- 
gatif. L'extremite M du rayon vecteur ainsi defini decrit une certaine 
surface, car ses coordonnees a?, y, z sont des fonctions de a, p, y. 



Nous rlonnerons a celte surface le nom de surface de pvro'eleciricile. 
Nous verrons en effel que Telutle de tousles phenoinenesde pyro-elec- 
Irieile se ramene a la consideralion de cette surface. 

II semble impossible de fixer a priori la forme de la relation qui lie 
r, V, z a a, ^, y. Mais nous pouTons, comme premiere approximation, 
admellre que r, v, z sont des fonctions lineaires de a, ^, y* ^^^^ ver- 
rons dans la suite que les consequences que Ton pent deduire de cetir 
liypotliese sont d'accord avec Texperience. 

Admetlons done que Ton ait 
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Mais, d'autre part, puisque les axes sonl rectangulaires, 
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On a (lone 

Ceite equation nous apprend que, dans Thypolliese oil nous nous 
sommes places, la surface de pyro-electricile est un ellipsoide qui a 
pour centre le point de coordonnees 

Parmi les resuUats auxquels nous serons conduils, il en esl qui sont 
independanls de Thypolhese en verUi de laquelle la surface de pyro- 
eleclricite a la forme d'un ellipsoide; d'aulrcs sont intimement lies a 
cette hypothese. II sera toujours facile de distinguer entre ces deux 
ordres de resuUats. 

IV. — Relation entre la force ilectromotrice et la surface 

de pyro-61ectricit6. 

Considerons une lame cristalline de surface indetiniment elendue. 
Supposons que cetle lame ne presenle pas la menie temperature en 
tons ses points; les surfaces isothermes sont des plans paralleles aux 
faces de la lame. Nous supposerons, pour fixer les idees, que la lame 
soit soumise a un refroidissement. 11 y a alors a Tinterieur de la lame 
une surface isotlierme plus chaude que toules les autres dont nous 
designerons la temperature par T|. A partir de ce plan, la temperature 
va en decroissant jusqu*aux deux faces de la lame ou elle prend la 
valeur To. 

Nous imaginerons chacune des deux faces de la lame recouverle 
par une lame tres mince de metaU a la temperature To» dont nous sup- 
poserons, pour simplifier, la structure absolument homogene. 

Considerons d*abord une de ces lames metalliques. La temperature 
etant la memeen tous les points de cette lame, £7+6 doit avoir la 
meme valeur en tous les points de celte lame. Le metal etant suppose 
absolument homogene, 6 a aussi la meme valeur en tous les points de 
la feuille metallique. Le niveau polentiel Y a done la meme valeur en 
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lous les points de celte lame. On peut ajouter que la quanlite H a aussi 
la meme valeur en tons les poinls de cetle lame. 

Les quantiles 6, V, H ont aussi la meme valeur eu lous les poinls 
(le seconde feuille melallique. Les quanlites B el H onl la memo valeur 
en un point quelconque de la seconde feuille qu'en un point quel- 
ronque de la premiere. Au eontraire, la fonction polentielle V peul 
n'avoir pas la meme valeur en un point de la premiere et en un point 
de la seconde, C'est par ceUe difference entre les valeurs de V que se 
manifestenl les phenomenes i)yro-eleetriques. 

Considerons un poinl !M pris sur Tune dcs deux feuilles melalliques, 
la feuille de gauche par exemple, et un point M' pris sur Taulre 
feuille. Soienl V, B, H les valeurs au point M de la fonction potenlielle 
et de deux autres quanlites dont la signification nous est connue. 
Soienl V, 6', H' les valeurs des memes quanlites au poinl M'. Suppo- 
sons qu'une charge dq passe du point M au poinl M'. Pendant qu'ellc 
decrit un element de chemin dans une region de la lame cristaliinr 
dont la temperature est T, Tentropie varie de rfS. On a alors [V Panic. 
j^I,egalile(4)]C) 

[(£V4-e4-H)-(£V-He'-hH')]c/yr:^-E / T^S. 

Le second membre est le travail compense produit. Si nous le desi- 
gnons par d^, et si nous remarquons, en outre, que 6 = 6' el (jue 
H = H', nousvaurons 

(4) £(V — V')^y- rfG. 

Tandis que la charge dq traverse Tune ou Tautre des deux feuilles 
melalliques, elle n'effeclue aucun travail compense; nu moment oil 
elle passe de la premiere feuille melallique a la lame crislalline, elle 
effeclue un certain travail compense ; mais elle effeclue un travail com- 
pense egal et de sigoe contraire en passant de la lame crislalline a la 
seconde feuille metallique. La quanlite d(B se reduit done au travail 
compense produit en Iraversant la lame crislalline. 
Tracons sur la premiere feuille metallique une surface d'aire li; sur 
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cette surface, distribuons une charge eleclrique avec une densite uni- 
forme 0. Par un mouvement de translation, faisons passer toutes les 
particules ainsi distribuees sur la premiere feuille metallique a la sur- 
face de la seconde feuille metallique. Pour chaque particule electrique, 
nous pourrons ecrire une egalite semblable a Tegalite (4). En ajoutant 
membre a membre toutes ces egalites, dans lesquelles V et V ont des 
valeurs constantes, nous trouverons 

(5) B(y-y')^e = (B, 

^ etant le travail compense produit par le transport des particules elec- 
triques au travers de la lame cristaliine. La formule (2) va nous donner 
le moyen d'evaluer ce travail. 

Supposons en premier lieu qu'il s'agisse d'une lamecristalline qui 
se refroidit; la temperature est plus elev6e a Tinterieur de la lame qu'a 
sa surface. A Tinterieur de la lame se trouve une temperature T| plus 
chaude que toutes les autres, et, en particulier, plus elevee que la tem- 
perature To des faces de la lame. 

Le travail compense CB pent etre partage en deux : en premier lieu, 
le travail compense (B^ effectue par la charge QO lorsqu'elle passe de 
la premiere face de la lame jusqu'a Tisotherme dont la temperature 
est T< ; en second lieu, le travail compense Gj effectue par la meme 
charge lorsqu'elle passe de cet isotherme jusqu^a la seconde face de 
la lame. 

Dans la premiere partie du trajet, les plans isothermes ont une 
orientation bien determinee; la quantite p est done une simple fonc- 
tion de la temperature, ce que nous mettrons en evidence en Tecrivant 
p(T). De plus, la charge electrique marche dans le sens oil les tempe- 
ratures vont en croissant, en sorte que le travail compense produit a 
pour valeur, d'apres Tegalite (3), 

T 

^^=ae f p(T)dT. 

■0 

Durant la seconde partie du trajet, Torientation des plans isothermes 
est encore invariable; mais elle est inverse de I'orientation que les 
plans isothermes presentent durant la premiere partie du trajet. La 
quantite p est done encore une function de la temperature seule, mais 
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line fonction d'une autre forme que p(T); nous la designerons par 
p'(T). De plus, la charge electrique marche dans le sens oil les tempe- 
ratures vonl en decroissant. Le travail compense produit a done pour 
valeur 

T 

g:j=z — 120 r 'p'(T)^/T. 
On a done, en resume, 

T 

(6) C^=^0 f \p(T)-p'{T)]dT. 

Dans cetle formule, p(T) est, d'aprfes ce qui precede, la valeur de p a 
la temperature T pour une orientation des plans isothermes definie par 
une normale aux faces de la lame menee de la gauche vers la droite; 
p,(T) est la valeur de p, a la temperature T, pour Torientation inverse. 

Supposons, en second lieu, la lame cristalline soumise a un echauf- 
fement; la temperature T| est alors une temperature minima; elle est 
inferieure a la temperature To. Divisons en deux parties, comme dans 
le cas precedent, le trajel des charges electriques. 

Durant la premiere partie du trajet, les plans isothermes ont une 
orientation invariable, identique avec celle qu*ils presentent durant la 
seconde partie du trajet dans le cas precedent; de plus, la charge elec- 
trique marche dans le sens oil les temperatures decroissent; le travail 
compense produit durant la premiere partie du trajel a done pour 
valeur 



f p'{T)dT. 



Durant la seconde partie du trajet, on trouve de meme que le travail 
compense produit a pour valeur 

T 

c^, = — 129 f p(T)dT. 

Le travail compense produit a done en somme pour valeur 



6 = ^, -h Cj =^ 



Sie f *[p(T)-p'(T)]rfT=fte f '[p(T)-p'(T)]rfT. 
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On retrouve ainsi i'egalite (6). Cette egalite est done g^nerale et 
donne la valeur de s, que T< soil superieur ou inferieur a To. 
Si nous reportons cette valeur de ^ dans Tegalit^ (5), nous trouvons 

T 

(7) £(V-V')=/ [p(T)-p'(T)]rfr 
ou bien, en vertu de Tegalile (i), 

(8) C= f '[p(T)-p'(T)]^. 

Telles sont les ^galites qui determinent la difference de niveau poten- 
tiel entre les deux faces de la lame et la force electromotrice du circuit 
obtenu en reunissant ces deux faces par un fil metallique, en fonction 
des rayons vecteurs p(T) et p'(T) de la surface de pyro-6lectricite. 



V. — Cristauz qui peuvent presenter des phinomdnes pyro-61ectriques. 

Pour qu'une lame cristalline manifeste des phenomenes pyro-elec- 
triques, il faut et il suffit que la quantite 



«/t« 



'[p(T)-p'(T)]rfT 



ne soit pas egale a zero. Pour cela, il faut que 

p(T)-p'(T) 

ne soit pas identiquement nul, et cette condition est en meme temps 
suffisante; car, si p(T) — p'(T) n'est pas identiquement nul, on pourra 
trouver deux temperatures To et T, assez voisines pour que cette diffe- 
rence garde un signe constant lorsque T varie entre To etT,. Alors I'in- 
tegrale precedente sera certainement differente de zero. 

Tragons la surface de pyro-electricite relative a la temperature T. 
Par Torigine, menons une secante perpendiculaire aux faces de la lame 
cristalline; elle rencontre la surface de pyro-electricite en deux points 
dont les rayons vecteurs sont les valeurs absolues de p(T) et de p'(T). 
Pour que la lame cristalline consider^e puisse presenter des pheno- 
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menes pyro-eleclriques, il faul et il suffit que ces deux rayons vecleurs 
ne soient pas egaux entre eux. 

Si, pour une substance eristalline determinee, Torigine descoordon- 
nees n*est pas centre de la surface de pyro-electricite, on pourramener 
par Torigine des coordonnees une infinite de droites telles que la 
corde interceptee par la surface sur chacune dc ces droites n'ait pas 
son milieu a Torigine; on pourra done d'une infinite de manieres 
taiiler dans cette substance des lames cristallines a faces paralleles qui 
presenteront des phenomenes pyro-electriques. Par consequent, pour 
qu'une substance eristalline puisse presenter des phenomenes pyro- 
electriques, il faut et il sutlit que la surface de pyro-electricite n'ait 
pas pour centre I'origine des coordonnees. 

La forme de la surface de pyro-electricile depend de la structure que 
presente la substance eristalline a Tinterieur d'une maille du reseau. 
Si cette structure presente une symetrie droite ou oblique par rapport 
a un plan passant par le centre de la maille, Torigine des coordonnees 
coupera en deux parties egales la corde de la surface de pyro-electri- 
cite menee par Torigine perpendiculairement a ce plan de symetrie et 
les lames taillees paralielement a ce plan de symetrie ne presenteront 
aucune pyro-electricite. Si Ton admet que la symetrie de la structure 
interne d'une maille du reseau se revele par la symetrie de la forme 
eristalline, on voit que si le cristal presente une symetrie droite ou 
oblique par rapport a un plan, les lames paralleles a ce plan ne presen- 
teront aucun pbenomene pyro-electrique. 

Si la forme eristalline admet un centre, la surface de pyro-electricite 
admettra pour centre Torigine des coordonnees, et une lame, taillee 
dans la substance d'une maniere quelconque, sera denuee de pyro'-elec- 
cricite. Done les phenomenes pyro-electriques ne peuvent etre observes 
que sur des cristaux denues de centre^ e^est-a^lire sur des cristauxqui 
presentent Themiedrie a faces inelinees ou la tetartoedrie. 

Mais tous les cristaux hemiedres a faces inelinees ou tons les cristaux 
tetartoedres ne manifesteront pas la pyro--e lee trie ite. Par exemple, les 
cristaux hemiedres a faces inelinees du systeme cubique presentent la 
meme symetrie que le tetraedre regulier; ils offrent quatre axes de 
symetrie ternaire; Tellipsoide de pyro-electricite, qui doit offrir la 
meme symetrie, se reduira alorsa une sphere ayant son centre a Tori- 
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gine des coordonnecs, ce qui est iDCompatibie avec tout phenomene 
pyro-elecirique. II en est de meme dans le eas de la tetartoedrie du 
chlorate de sodium. II est egalement facile de voir que, pour le quartz 
plagiedre, Tellipsoide de pyro-electricite est un ellipsoide de revolu- 
tion ayant son centre a Torigine des coordonnees, disposition qui est 
encore incompatible avec la pyro-electricite. 

Si Ton admet que la surface de pyro-electricite soit un ellipsoide, 
loutes les fois que la forme cristalline presentera un axe de symetrie, 
I'ellipsoide aura un de ses axes dirige comme cet axe de symetrie et 
passant a I'origine des coordonnees. Si la forme cristalline presente 
deux axes de symetrie distincts, deux axes de Tellipsoide passeront a 
Torigine des coordonnees qui sera par consequent au centre de Tellip- 
soide. On arrive ainsi a la proposition enoncee par M. Mallard : 

Pour quun cristcU puisse presenter des phenomenes pyro-dleclriques, il 
faut qu'il soil ddnud de centre et quHl presente au plus un axe de symitrie. 

Cette regie est d'accord avec les observations de MM. Friedel et 
J. Curie. 

La proposition que nous venons d'etablir n'est applicable que dans 
les conditions oil la structure interne de chaque maille du reseau pre- 
sente la meme symetrie que la forme cristalline; si, par des pressious 
ou des dilatations, on detruit la symetrie que presente la structure de 
la substance, on pourra, avec certains cristaux qui ne sont pas natu- 
rellement pyro-electriques, obtenir une pyro-electricite accidentelle. 
Nous reviendrons sur ce sujet en etudiant les phenomenes piezo-elcc- 
triques. 

VI. — Lois fondamentales des ph6nom6nes pyro-^61ectriques. 
Revenons aux formules fondamentales 



T 

(7) 6(V-V') = / [p(T)-p'(T)]rfT, 

T 

(8) c=/ [p(T)-p'(T)]rfT. 

Ces formules sont applicables aussi bien au cas ou la temperature T< 



> 
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est superieure a la lemperature To des deux faces qu'au cas ou la tem- 
perature T< est inferieure a la lemperature To. 

SupposoDs tout d'abord la lame soumise a un refroidissement. Les 
deux faces sonta une temperature 6; lorsqu'on penetre a Tinterieur de 
la lame, les temperatures vont en croissant de part et d'autre, jusqu*a 
une valeur maxima 6', £ a alors une valeur £| determinee par Tegalite 



C,= [p(T)-p'(T)]^. 



Supposons ensuite la lame soumise a un rechauOement. Les deux 
faces sont a la temperature 6'; lorsqu'on penetre a Tinterieur, les tem- 
peratures decroissent jusqu'a une valeur minima egale a 6; £ a alors 
une valeur &2 determinee par Tegalite 



e 
De ces deux egalites on deduit 



^=/ [p(T)~p'(T)]rfT. 



/• — .1* 

ci — — cj. 



La meme lame a done des forces electromotrices de signe contraire, 
selon qu'ellc s'ecbaufTe ou se refroidit. Cette inversion dans la force 
electromotrice est evidemment le trait caract^ristique des pkenomenes 
pyro-electriques. 

Pour pousser plus loin Tanalyse des phenomenes pyro-electriques, 
nous supposerons les deux temperatures To et T| assez peu differentes 
pour qu'on puisse negligcr les variations que subissent p(T) et p'(T) 
lorsqueT varie entre T© et T<, et qu'on puisse regarder ces quantites 
comme deux constantes p et p'. Les 6galites (7) et (8) deviendront alors 

(9) £(V-V') = (p-p')(Tt-To), 

(10) ^=:(p-p')(T,-To). 

Nous allons mainlenant faire usage de ces formules approchees pour 
etudier tbeoriquement les lois du degagement de Telectricite par un 
cristal pyro-electrique qui s'ecbaufTe ou se refroidit. 

Supposons qu'on reunisse les deux faces de la plaque par un conduc- 
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teur metallique de meme largeur que la plaque, de telle fagon que le 
flux eleetrique a I'lnterieur de la plaque soil normal aux faces de la 
plaque. Supposous, en outre, que la resistance de ce conducteur soit 
negligeable. Designons par 2a Tepaisseur de la plaque cristalline, 
par Q sa section, parrsa resistance specifique dans la direction nor- 
male a ces faces. Le courant qui traverse la plaque de la gauche vers 
la droite aura pour intensitc 

1=^ 



^^ 



ira 



La quantile d'electricite transporlee par ce courant pendant le temps cfc 
sera 

dq =zl dt, 

ou bien, en remplagant I et (t par leurs valeurs, 

« 

(.1) dq=^(p^p')(T,-To)dt. 

Chercbons la relation qui cxiste entre T, — T© et le temps /. 
Pour cela, il faut tout d'abord resoudre le probleme suivanl : 

Quelle est J a l' instant /, la distribution des temperatures dans une plaque 
cristalUne assez etendue pour quon puisse la regarder comme un mur in- 
ddfiniy qui est plongee dans un milieu a temperature constante et qui, a 
V instant initial, avait en tous ses points une m&me temperature, diffirente 
de celle du milieu environnant? 

Nous emprunterons a Lame la solution de ce probleme. 
D'apres Lame, la distribution des temperatures dans la plaque est, a 
I'instant /, donnee par la formule (*) 



='S 



e '^cos/wj:. 



ma -f- sin ma cos ma 



Danscette formule, 2a represente, comme dans nos notations, Tepais- 
seur de la lame; x est la distance d'un point au plan equidistant des 
deux faces de la lame ; / est le temps; K une constante sur la significa- 
tion de laquelle nous reviendrons toutk Fheure; m represente Tun des 

(*) Lame, Thdorie cuialjtique de la chaleur, p. 323, Equation (56). 
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termes d'une serie de quantites constantes dont la valeur depend de la 
eonductibilite de la lame etde son pouvoir emissif; le signe 2) s'etend 
a toutes les valeurs que Ton obtient en remplagant suecessivement m 
par toutes ces quantites; V represente la temperature au point d'ab- 
scisse x^ en prenant pour zero de temperature la temperature du milieu 
et pour unite de temperature la temperature initiale de la lame. 

Si nous supposons que la temperature absolue du milieu ait pour 
valeur 60, que la temperature absolue initiale de la lame ait pour 
valeur 0<, el que la temperature absolue du point d'abseisse 07, a Tin- 
stant /, soitT, nous aurons 

8, — 80 
et, par consequent, 

(12) T=i0oH- 2(0, — 0o) 7 -' e "cosmj:. 

^ ma -h sin ma cos ma 

Une remarque est necessairc au sujet de retablissemenl de celle for- 
mule. 

Lame a suppose que le mur dont il etudiaitle refroidissement etait 
forme par une substance isotrope. Dans ce cas, si Ton designe par F la 
chaleur specifique de la substance, par A son poids specifiquet par q sa 
eonductibilite, et si Ton pose 

la temperature doit verifier I'equation difTi^rentielle 

^«T ^«T d^l _^dl 
dx^ "^ dy^ '^ dz^ " dt' 

les coordonnees etant rectangulaires. 

Dans le cas particulier que nous considerons, si Ton place le plan 
des yz parall^le aux faces de la lame, T doit evidemment dependre de 
la seule variable x. L'^quation prec^dente se reduit done a 

/ ^^ ^'T ^dT 

Si Ton integre cette equation en tenant compte de T^tat initial et des 
conditions relatives aux faces de la lamet 00 trouve la formule (12). 
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Mais, dans le cas actuel, nous appliquons cette formule (12) au cas 
oil la plaque est formee d'unc substance qui non seulement n*est pas 
isotrope, mais qui, de plus, grace a son hemiedrie, ne possede meme 
pas ee que Lame nomme Tegalite symelrique. La formule (12) reste- 
t-elle applicable a ce cas? 

Lorsqu'une substance ne presentc pas regalile symetrique, I'equa- 
tion differentielle que doit verifier la temperature est la suivanle (*) : 



Le sysleme de coordonnees est un systeme reclangulaire quelconque. 
Dans le cas d'une plaque indefinie dont la temperature etait initia- 
lement la meme en tous les points, les surfaces isolhermes sont evi- 
dcmment des plans paralleles aux faces de la lame. Si done on place le 
plan des yz parallelement aux faces de la lame, T sera une fonction de 
la seule variable a?; Tequalion precedente deviendra 



d^T 


FA 


dl 


dx^ 


a 


dt 


K== 


TA 

a 


> 



Si Ton pose 
(i4) 

cette equation differentielle deviendra idenlique a {'equation (i3). 

L'equation differentielle du problenie est done la memo pour une 
substance cristalline quelconque que pour une substance isotrope; les 
conditions aux limites et la condition qui exprime Tetat initial sont 
aussi les memos. Par consequent, le resultat (12), obtenu par Lame 
pour une substance isotrope, est applicable a une substance cristalline 
quelconque, qu'elle jouisse ou non de Tegalite symetrique. Dans cette 
formule (12), on doit donner a K la valeur (i4)» valeur qui depend de 
Torientation des faces de la lame. 

Lame regardait « I'electrisation par la chaleur de certains cristaux 



(*) Lame, Th^orie analytique de la chaleur, p. 35, Equation (2). 

Ann, de Vf.e* Normale, 3« Serie. Tome HI. — Septembre 1886. 3/ 
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comme due Ires probablcment a Tinegalite des conductibilites angu- 
laires dans deux sens opposes » (*). On voit que cette cause ne 
saurait expliquer les phenomenes pyro-eleetriques, puisque» dans le 
cas que nous etudions actuellement, les cristaux depourvus d'egaiite 
symetrique se comportent, a Tegard de la chaleur» comme les milieux 
doues d*egalite symetrique. 

La formule (la) donne To lorsqu'on y fail x = a. ei T, lorsqu'on y 
fait J7 = o. On a done 



T,-T.z^ 2(8^-80)^ 



sin ma( I — cosma) -m«4 
; e ^, 



ma -h sin ma cos ma 

Si Ton reporte celte valeur de ^^ — T© dans Tegalite (i i), on trouve 

e//7 — —(p'—p) (6,-80) > ^^ -e ^dt. 

' ra ^ ^' ^ ma + sm ma cos ma 

La quanlite d*electriciie qui traverse la plaque pendant toute la duree 
de son refroidissement s'obtient en integrant Texpression precedente 
depuis / = o jusqu*a ^ = -+-00. On a done, en designant par q cette 
quantite, 

12, , ..^ ^ ,V sinma(i — cosma) /*" -'""s^, 

7— — (p — p)(8,— 80) > I e ^dl 

i ^^^^ ./v • \^ ma -+- sm ma cos may ^ 

ou bien, en efTectuant Tintegration indiquee, 

, ^. Ki2, , .,^ ^ . V sinma(i — cosma) i 

(i5) q =z — (p'_p)(e — e ) X > , 

' ^ ra^' ^'^ '^ ma H-sm ma cos ma m* 

La serie qui figure au second membre de cette egalite nc depend que 
de Tepaisseur de la lame, de sa nature, de sa conduclibilite el du pou- 
voir emissif de ses deux faces. Si done on laisse constants ces divers 
parametres, on arrive a la conclusion suivante. 

La quantite d'electricite qu'une lame pyro-electrique met en circula- 
tion dans un circuit ferme pendant la duree de son refroidissement est 
proportionnelle au nombre de degres dont sa temperature s'estabaissee 
et independante de la valeur absolue de sa temperature iniliale et de 



(*) Lamb, Th^orie euuiljrtique de la chaieur, p. ai. 
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sa temperature finale. Celte quanlite est en meme temps proporlion- 
nelle a sa section. 

Lorsque la lame pyro-electrique est echauffee au lieu d'etre refroidie, 
lecouranl marche en sens contraire; mais la quantite d*electricite mise 
en circulation par une lame pyro-electrique dont la temperature s'eleve 
d*un nombre determine de degres est egale a la quantite d*electricite 
mise en circulation en sens contraire par la meme lame lorsque sa tem- 
perature s'abaisse du meme nombre de degres. 

II serait difficile, au moyen de Tegalite (i5), d'etudier Tinfluence 
exercee sur le degagement electrique par une variation de I'epaisseur 
de la lame ou du pouvoir emissif de ses faces, car ces deux quantites 
entrent d'une maniere tres compliquee dans la serie 



I 



I sinma(i — cos ma) 
m*a ma 4- sin ma cos ma 



On peut, au contraire, etudier Tinfluence qu'exercent les variations 
de ces parametres si Ton remplace la formule (i5) par une formule 
approchee convenant seulement au cas oil le refroidissement est tres 
lent. 

L'equalion differentielle 

^— K — 

dx^ ~~ dt ' 

a laquelle doit satisfaire la temperaturct devient, dans ce cas, 



da:' 



z=:zO 



et montre que T est une fonclion lineaire de x, 
On a, d'ailleurs, pour a? = o, 

T = T„ 

et pour J? = ±a, 

T^To. 

Par consequent, pour les valeurs positives de a:, on a 

a 
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et pour les valeura negatives ile r, on a 



— T. /• 



Ld qiiantite de chaleur qui arrive a Tune quelconque des deux faces 
de la lame peadant le temps di a pour vnleur 



ax 



— T, — T, i//r. 



Cest la quaatite de ehaleur que celte face rayonae pendant le meme 
temps dans I'espace enYironnnnt. Si done on designe par JQ la quan- 
tite de ehaleur rayonnee par la plaque pendant le temps dt^ on aura 



'>i2x 



. i6 ) dQ - . Ti — T., d£. 

a 

La quantite d'electrieite mise en circulation pendant le meme temps 
a pour valeur 

o 

'III ^Li ^ — a M T. — To I di. 

De ces deux formules on deduit 

da I , </Q 

dt 4rx^' ' ' dt 

Le coefficient de -^^ est independaat du pouvoir emissif des deux 

faces de la lame, de son epaisseur, de sa section. La vitesse du dega- 
gement electrique est done a la vitesse du degngement caloritique dans 
un rapport qui depend uniquement de la nature de la lame. Deux lames 
du meme cristal, orientees de la meme maniere, qui perdent des quan- 
tites de cbaleur egales, mettent en mouvement des quantiles d'electri- 
cite egales. Cette loi est seulement une loi approchee; elle est d'au- 
taat plus exacte que le refroidissement est plus lent. 

Tous ces resultats sont eonformes aux experiences de Gaugain. Toute- 
fois, on ne pent les regarder comme formant Texplication tbeorique de 
ces experiences. Gaugain employait non pas des plaques indelinies 
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souniises au rayonnement par leurs deux faces, mais des prismes de 
tourmaline sournis au rayonnement par toule leur surface. Les condi- 
tions de ses experiences sont done beaucoup plus complexes que les 
conditions que nous avons supposees realisees. 



VII. — Phtoom^nes piezo-61ectriques. 

L'ellipsoide de pyro-eleclricile forme avec roiigine des coordonnees 
une figure qui doit avoir meme symelrie que la structure interne de la 
maille du reseau. Ce principe permet, comme nous Tavons vu, de deter- 
miner quelles sont les substances cristallines susceptibles de manifester 
la pyro-electricile; mais un echauffement inegal, une compression 
suivant une certaine direclion peuvent, en deformant le crista! et en 
alterant en meme lemps la symetrie de la structure, donner accidentel- 
lement a une substance la pyro-electricile qu'elle ne possede pas natu- 
reilement. C'est a des causes de ce genre qu'il faut rapporler, comme 
Tout montre les recbercbes de MM. Friedel et J. Curie, les pbenomenes 
de pyro-electricite anormale observes par M. Hankel. La plupart des 
experiences danslesquellesse manifeste la pyro-eleclricite accidenlelle 
sont fort difticiles asoumettreaune analyse exacte; la tbeorie que nous 
avons exposee jusqu'ici suppose, en effet, que les surfaces isotbermes 
sont des plans paralleles, et nous verrons plus loin combien il serait 
difficile de s'afTrancbir de cette restriction; or, la plupart du temps, 
dans les experiences de pyro-electricite accidentelle, les surfaces iso- 
tbermes different beaucoup de la forme plane. Nous ne pourrons done 
etudier ces experiences. 

La distinction entre la pyro-electricite naturelle et la pyro-electricite 
accidentelle joue un rdle important dans Tetude des pbenomenes de 
piezo-electricite. 

. Les premieres experiences de piezo-electricite insiituees par MM. P. 
et J. Curie ont porle sur un cristal possedant la pyro-eleclricite natu- 
relle, la tourmaline. 

Prenons une lame a faces paralleles taillee normalemcnt a Taxe de 
pyro-electricite, et comprimons-la; la lame prend une force electro- 
motrice determinee. Ce fait suppose que ses divers points ne sont pas a 



294 ^- DUIIEM. 

la meme temperature, ainsi qu'il resulte des propositions exposees au 
§ II. II est facile de trouver Torigine de ces differences de tempera- 
lure. 

On sait, en effel, que la compression d'une lame produit de la cha- 
leur ou en detruit selon que celte lame se dilate ou se contracte par une 
elevation de temperature. La theorie de ce phenomene a ete deduite du 
principe de Cnrnot par Sir W. Thomson et est reproduite aujourd'hui 
dans tous les Traites de Physique. Si nous designons par ^ le coefficient 
de dilatation de la substance dans une direction normale aux faces de la 
lame, par T la temperature absolue, par 2a Tepaisseur de la lame, par 
Q sa surface, par A Tequivalent calorifique du travail, la quantite de 
chaleur SQ produite lorsqu'on augmente d*une petiie quantite SP la 
pression supportee par cette lame a pour valeur, d'apres la formula de 
Sir VV. Thomson, 

(18) oQ — 2ATa^pSP. 

Si la lame se dilate par Teffet de la chaleur, sa temperature s'eleve 
pendant la compression; a la suite de cette compression, elle se com- 
porte comme une lame pyro-electrique soumise au refroidissement; 
81, au contraire, elle se contracte par Teffet de la chaleur, la compres- 
sion abaissera sa temperature, et, apres la compression, elle se com* 
portera comme une lame pyro-electrique qui s'echauffe. 

Si Ton fait cesser la compression exercee sur la lame, apres Tavoir 
ramenee a Fetat neutre, la temperature de la lame s'abaissera si la 
lame se dilate par reffet d'un eehauflement; la temperature de la 
lame s'elevera si la lame se contracte par TefTet d'un eehauflement. 
Done, apres la detente, une lame qui se dilate par I'eflet d*une Elevation 
de temperature se comportera comme une lame pyro-electrique sou- 
mise a un eehauflement; une lame qui se contracte par Tefl'et de la 
chaleur se comportera comme une lame pyro-electrique soumise a un 
refroidissement. 

Les phenomenes presentes par les lames qui se dilatent par Taction 
de la chaleur ont ete constates sur la tourmaline et la calamine par 
MM. P. et J. Curie. Ces physiciens ont d'ailleurs prevu le renverscment 
que ce phenomene presenterait dans les cristaux qui se contractent par 
Teflet de la chaleur; les substances pyro-electriques etudiees jusqu'ici 
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se dilatent par TefTet de la chaleur dans la direction de Taxe de pyro- 
electricile, en sorte que ce renversement tt*a pas encore 6le con^tale 
par Texperience. 

D'apres Texplication qui vient d'etre proposee des faits observes par 
MM. P. et J. Curie, les phenomenes piezo-electriques presentes par la 
tourmaline ne sont que des phenomenes pyro-electriques normaux, 
dans lesquels Techauffement est produit par une compression. S'il en 
est ainsi, comme la compression a simplement pour but de produire de 
la chaleur, comme d'ailleurs la tourmaline se dilate dans tous les sens 
par suite d'une elevation de temperature, et par consequent s'echauffe 
par le fait d*une compression suivant une direction quelconque, le sens 
des phenomenes ne doit pas changer lorsqu'au lieu de soumettre la 
tourmaline a Taction d*une pression parallele a Taxe de pyro-electri- 
cite, on la soumet a Taction de pressions normales a cet axe. Cette con- 
clusion est conforme aux experiences de MM. P. et J. Curie. 

Les phenomenes de piezo-electricite que presente le quartz sont 
beaucoup plus complexes. Dans Texplication de ces phenomenes, on 
doit encore, il est vrai, regarder la compression commc une cause d'e- 
chauffement; mais le quartz, meme frappc d'hemiedrieplagiedre, n*est 
pas naturellement pyro-electrique. Si Ton tient compte de la symetrie 
du cristal, on voit aisement que Tellipsoide de pyro-electricite est un 
ellipsoide de revolution ayant pour centre Torigine des coordonnees et 
pour axe Taxe du quartz; un echaufTement produit par compression ne 
saurait done donner lieu a un phenomene pyro-eleclrique, si la com- 
pression n'alterait la symetrie de structure du cristal. 

Considerons tout d'abord une lame a faces parallblestaillee normale- 
ment a I'axe du quartz. 11 est evident que, si nouscomprimons les deux 
faces de cette lame, nous pourrons bien modifier la forme de Tellip- 
soide de pyro-electricite, mais nousn'altererons pas la symetrie de la 
structure du cristal; Tellipsoide de pyro-electricite restera un ellipsoide 
de revolution ayant son centre a Torigine des coordonnees : nous ne 
constatcrons, par consequent, aucun phenomene pyro-electrique. II en 
serait evidemment de meme si, apres avoir taill6 dans un crislal de 
quartz une lame rectangulaire parallele a Taxe et terminee lateralement 
par deux faces parallbles k Taxe et par deux faces perpendiculaires, 
nous soumettions ces deux faces a une compression r^guliere; mais, si 



29G p. DUIIEM. 

une compression exercee suivant Taxe du quartz ne peut donner lieu a 
aucun phenomene pyro-electrique, ii n'en est plus de meme d'une 
compression perpendiculaire a cetaxe. 

Considerons un quartz a Tetat naturel. Par Torigine des coordon- 
nees, menons un plan perpendiculaire a Taxe du quartz; Fequivalence 
des trois axes d'hemiedrie du quartz nous oblige k supposer que la 
section determinee dans Tellipsoide de pyro-electricite par ce plan a la 
forme d'un cercle ayant pour centre Torigine des coordonnees. Mais 
supposons qu*on soumette le quartz a une pression parallele a Tun des 
axes d'bemiedrie, les trois axes d'hemiedrie cesseront d'etre equiva- 
lents; la section de Tellipsoidede pyro-electricitepar le plan considere 
ne sera plus necessairement un cercle; cette section pourra etre une 
ellipse dont le centre pourra ne pas etre Torigine des coordonnees; 
cette ellipse sera assujeltieseulement a cette condition que le diametre 
qui passe par Torigine des coordonnees soit parallele a I'axedMiemie- 
drie suivant lequel s'exerce la compression; d*ailleurs, le plan consi- 
dere restera un plan de symetrie pour rellipsoide. 

Si la deformation dont il s'agit a ete produite au moyen d*unc lame 
de quartz taillee perpendiculairement a I'axe d^hcmiedrie suivant lequel 
s'exerce la compression, cette lame presentera des phenomencs pyro- 
electriques; au contraire, une lame parallele a Taxe d'hemiedrie en 
question ne presentera pas ces phenomenes. 

Prenons une lame taillee perpendiculairement a un axe d*hemiedric 
et supposons qu'au lieu de la comprimer suivant cet axe d*hemiedrie 
nous la comprimionsdans les directions perpendiculaires; nous obser- 
verons des pbenomenes pyro-electriques inverses de ceux que produit 
une compression exercee suivant Taxe d'hemiedrie. En eflet, les deux 
compressions agissentde meme au point de vue calorifique; mais les 
deformations qu'elles imposent a I'ellipsoide de pyro-eleclricite sont 
inverses Tunede Tautre; pour le demontrer, il suffit de remarquerque 
si Ton applique simultanement a la lame les deux compressions, la 
symetrie de la structure et par consequent la symetrie de Tellipsoide 
de pyro-electricite ne seront pas modifiees. 

Ces considerations expliquent, au moins d'une manieregenerale^les 
pbenomenes suivants observes par MM. P. et J. Curie. 

Considerons (y!*^. 3) la section bexagonaled'un quartz plagiedre par 



\ 
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iin plan perpendiculaire a Taxe ternaire. Soicnt A,, A2,A3 {fig. 3) Ics 
sommets qui nc portent pas les faces plagicdres s. On taille dans le 
crista! un prisme droit ayant pour base mnm'n'. Lorsque Ton coin- 
prime ce prisme normalement a cette base, aucune eleclricite ne se 
manifeste en aucun point de sa surface. Lorsqu'on exerce ia pression 
sur les faces lalerales mn, m'n\ perpendiculaires a Taxe binaire, on 
observe un degagement d'electricite positive sur 772/2, negative sur m'/i'. 
Enfin, lorsque Ton comprime le prisme suivant une direction normale 
aux faces m/?i', nn\ on n'observe aucun degagement sur les faces com- 
primees; mais on constate que la face mn degage de Telectricite nega- 
tive, et la face/n'/i' de Telectricile positive. 




M. Rontgen a fait, sur la piezo-electricile du quartz, des experiences 
trop complexes pour que nous puissions tenter d'en donner une expli- 
cation theorique. 

Nous avons indique au § I que MM. Curie, M. Rontgen et M. Kundt 
avaient verifie, conformement aux previsions de M. Lippmann, que 
Telectrisation d'un cristal pouvait faire varier ses dimensions. Ces ex- 
periences do verification ont toutes portesurle quartz; le quartz n'etant 
qu'accidentellement pyro-electrique, ces experiences sont plus com- 
plexes que cellcs qui porteraient sur un cristal dou6 de pyro-electricite 
naiurelle, une tourmaline par exemple. 

Considerons une lame de tourmaline, taillee normalement a I'axe de 
pyro-electricite et dont les faces sont recouvertes par des feuilles 
d'etain. Supposons que Ton maintienne ces feuilles d*etain a des ni- 
veaux polentiels constants, V et V. La condition d'equilibre, donnee 
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par Tegalile (7). est 

T 

£(V-V')^-/' [p(T)-p'(T)]rf'r. 



^T. 



Supposons lout <I*abor(l que la lame de tourmaline ait la meme tem- 
peralure en lous ses points, I'equilibre ne sera possible que si V = V; 
si V n'est pas egal a V et si Ton suppose les deux lames maintenues a 
des niveaux potentiels constants, Tequilibre n*aura pas lieu; il y aura 
enlre les deux lames mctalliques un ecbange d'electricite, un courant 
qui donnera lieu a des phenomenes thermiques; la lame cristalline, 
soumise en meme temps au ravonnement dans Tespace envirounant, 
(inira par prendre en ses differenls points des temperatures difierentes 
et Tequilibre s'elablira lorsque ces temperatures seront telles que 
Tequation (7) soil verifiee. 

Supposons, pour fixer les idees, la lame cristalline plaeee de front, 
eomme nous Tavons suppose au § III, et admettons que p(T) — fXT) 
soit positif. Le second membre a alors le signe de T< — T©. Chargeons 
la face de gaucbe d'electricite positive et la face de droite d'electricite 
negalive; V — V'sera alors positif; done, dans Tetat d'equilibre, la tem- 
perature T, a Tinlerieur de la plaque sera superieure a la temperature T,, 
des faces de celte plaque. Cette distribution des temperatures indique 
evidemment que la plaque rayonne de la cbaleur vers le milieu envi- 
ronnant et, par consequent, qu'elle est plus chaude que le milieu envi- 
ronnant. 

Deux cas sont alors a distinguer. Si la substance dont la plaque est 
formee se dilate dans le sens de Taxe d'hemiedrie par Teffet de la cba- 
leur, I'epaisseur de la plaque a augmente par reffel de Telectrisation: 
si, au contraire, cette substance se coutracte par Teffet de la cbaleur. 
Tepaisseur de la plaque a diminue par le fait de Telectrisation. 

Mais, d'autre part, si la substance se dilate par Taction de la cba- 
leur, pour lui communiquer I'electrisation en question, c*est-a-dire 
une electrisation de meme sens que celle d^une plaque qui se refroidit, 
il eiki faUu la comprimer; au contraire, si la substance se contracte par 
Taction de la cbaleur, pour Telectriser de la sorte, il eut fallu la sou- 
nietlre a une detente. 

Done, si Tod commuDique a une plaque pyro-electrique Telectrisa- 
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lion qu'elle prendrail par une compression, I'epaisseur de la plaque 
augmente, el inversement. On relrouve de la sorte la reciprocite si- 
$(nalee par M. Lippmann. 

On pent se demander si eel etat d'equilibre, qui exige que les divers 
poinis de la plaque de tourmaline soient a des temperatures differentes, 
est bien un etat d'equilibre stable. On peutaisement se rendre compte 
du mecaoisme qui assure celte stabilile. 

Supposons encore, pour fixer les idees, que V — V soil positif, ainsi 
que p — p'; au moment de I'equilibre, T, est alors superieur a To; les 
parties interieures de la lame sont plus cbaudes que ses faces, la lame 
rayonne vers le milieu environnant : il s*agit de montrer que si les 
niveaux potenliels V el V sont maintenus constants, les temperaiures 
des diverses parlies de la lame demeureront constantes. 

Supposons, en effet, que la lame cede une Ires petite quanlite de 
cbaleur au milieu environnanl; T, — T© diminuera d'une petite quan- 
lite; il en sera de meme de 



X 



'[p(T)-p'(T)]t/T. 



Si V el V sont maintenus constants, on aura alors 

T. 



T 

(V-V')> f '[p(T)-p'(T)]rfT. 



L*equilibre sera rompu; un courant infiniment faible s*etablira de la 
face de gauche a la face de droite. Le travail non compense prod nil par 
ce courant est proportionnel au'carre de son intensile; c'est un infi- 
niment petit du second ordre dont nous pouvons ne pas tenir compte. 
Si nous designons par dq la quanlite d'eleclricile transportee par le 
couranl, le travail compense produit par cc courant aura pour valeur 



dq f '[p(T)-p'(T)]^. 



Ce travail sera positif. Le phenomene engendrera done de la cbaleur 
qui compensera celle qui a ele perdue par la lame el assurera la slabi- 
lite de I'equilibre. 
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VIII. — Cas ou les surfaces isothermes ne sont pas planes. 

Dans tout co qui precede, nous avons restreint notre analyse au cas 
oil les surfaces isothermes sont des plans paralleles; cette condition est 
loin d'etre realisee dans un grand nombrc d'experiences de pyro-elec- 
tricite; il semble done desirable d'etendre la theorie precedente au cas 
oil les surfaces isothermes ont des formes quelconques; nous allons 
voir que cette extension souleve do grandes difficultes. 

Reprenons le cas oil les surfaces isothermes sont des plans paralleles. 
Le mouvement de Telectricite au travers d'un canal de forme quel- 
conque, decoupant sur tons ces plans des surfaces egales, donne lieu a 
un travail compense G que nous avons calcule; si Ton designe par y la 
charge electrique qui a etc misc en mouvement, ce travail a pour 
valeur, d'apres Tegalite (3), 

le signe / designant une integrate curviligne etendue a la trajectoire 

d'une parlicule electrique. 

Cette integrale peut s'ecrire sous une forme plus explicite. 

Si nous designons par dx, dy, dz les projections sur les axes de coor- 
donnees de Telement de chemin decrit par Tune des particules qui 
composent la charge electrique, nous pourrons ecrire 

dx ay ^ az 

D'autre part, p depend de la temperature T et des parametres a, p, 
Yf qui determinent Torientation des surfaces isothermes; on peut done 
ecrire 

La presence des variables a, p, y, dans I'expression de p, est fonda- 
menlale; elle permet seule d'expliquer les phenomenes pyro-elec- 
triques; c'est en masquant Tinfluence de ces variables que Thypothese 
de I'homogeneite des solides rend impossible Texplication de la pyro- 
electricite. 
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Moyennant ces expressions de p et de r/T, on a 

le signe / designant une integrale curviligne etendue au chemin suivi 

par une des parlicules. 

II semble possible d'etendre celle expression au cas oil les surfaces 
isolhermes auraient des formes quelconques; a, ^, y indiqueraient 
Torienlalion du plan tangent au point x, r, z a la surface isotherme 
qui passe par ce point. Une semblable generalisation est-elle permise? 
II est aise de voir qu'il n'en est rien. 

En efTet, en vertu du principe de Carnot, si nous designons parr/t le 
travail compense effectue pendant que la charge electrique q subit un 
deplacement elementaire, Tinlegrale 



/ 



^G 



etendue a une ligne fermee parcourue par la charge q, doit elreegale 
a o. Cela exige que, dans toute region oil a, p, y varient d'une maniere 
continue lorsqu'on passe d'un point or, y, z h un autre point voisin^ 

jT ou bien '^'^'^ — soit la difTerentielle lotale crune fonction 

ayant une valeur parfaitement determinee en chaque point du solide, 
pour la distribution des temperatures qui existe dans ce corps a Tinstant 
que Ton considere. 

Cette condition est realisec dans le cas oil les surfaces isolhermes 
sont des plans paralleles; dans ce cas, en effet, dans toute region oil 
a, p, Y sont continus, ils ont des valeurs constantes; la fonction J 

depend alors uniquement de la variable T, et la quantite ^^^-J — est 

certainement une differentielle totale d'une fonction de la tempera- 
ture. 
Maisy si a, p, y sont des quantites variables d'une maniere continue, 

'j — - — ne pent devenir une differentielle totale que si la fonc- 
tion/ ne depend pas de a, p, y. Comme cette condition ne peut pas 
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eire realisee en general, TegalileCig) ne pent elre etendue en general 
an cas oil les surfaces isolhermes ne sonl pas planes. 

Toulefois, dans le cas parliculier oil le eorps est isolrope, sa fonc- 
lion/doil elre independante de a, p, y. On peul alors, quelle que 
soil la forme des surfaces isolhermes, ecrire 



= 7J AT) 



.T, 
T. 



Or c'est precisement Texpression que, dans la I'*" Parlie, nous avons 
Irouvee en supposanl le corps homogene. Cetle remarque montre que, 
pour les corps isolropes, on arrive au meme resullat en prenant pour 
point de depart Thypothese de Thomogeneile absolue de la matiere ou 
riiypothese de la constitution reliculaire. 




SUR LA 



THfiORIE DES RAYONS LUMINEUX, 



Par G. KIRCHHOFFC). 

(Traduit par P. DUHEM.) 



Les raisonnements par lesquels on cherche a expliquer la formation 
des rayons iumineux, leur reflexion, leur refraction, ainsi que les phe- 
nomenes ile diffraction, reposent surtout sur les considerations qui ont 
ete deveUppees par Huygens et par Fresnel. Sous bien des rapports, 
la rigueur de ces raisonnements laisse a desirer. II semble que Telat 
actuel de nos connaissances ne permetle pas encore de deduire des 
hypolheses qui constituent la theorie des ondulations une theorie de 
ces phenomenes qui soil a Tabri de tout reprocbe. Toutefois, on pent 
donner aux- raisonnements dont il s'agit une plus grande precision. Je 
me permettrai de communiquer a TAcademie quelques deductions re- 
latives a cet objct. Pendant une serie de plusieurs annees, j'ai expose 
dans mes leQons a TUniversite la parlie fondamentale de ces deductions. 
Quelques Memoires, publics par M. Frohlich (^) et par M. Voigt (^), 
sont destines au meme but. 

1. Noussupposerons que la lumiere consiste en vibrations transver- 
sales de I'ether. Nous supposerons en outre que, dans le milieu ou Ton 
etudie le mouvement lumineux, Tetber se comporte comme un corps 



(*) Ce Mtooire de M. G. Kirchhoff a paru aux Sitzungsberichte dcr Koniglich Preussi- 
schen Akadeniie der fVissenschaften zu jBerlin, t. H, p. 64 1; i88a. 

(«) ff^iedemann's Annalen dcr P/iysik und C/temie; Band III, p. 876; Band VI, p. 41 i: 
Band XV, p. 592. 

(*) fViedenuuin's Annalen der Phjsik und Chemie; Band UI, p. 53*2. 
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solide, elastique, isotrope et liomogene, dont les parlicules sont sou- 
mises uniqucment a raction des forces qui resultent de leurs deplace- 
menls relatifs. 

D'apres ces hypotheses, si Ton designe par u, r, w les composanles 
paralleles aux trois axes coordonnes du deplacement d'une particule 
elheree, si Ton designe par x, r, z les coordonnees de la position 
d'equilibre decelle particule a I'instant/, lesquantites w, ^, ii^verifienl 
Tcquation aux derivees partielles 

Dans cette equation, A^ represenle la somme des trois derivees par- 
tielles du second ordre obtenues en prenant deux fois la derivee de la 
quantite 9, soit par rapport a Xy soit par rapport a j, soil par rapport 
a z. La letlrea represenle la vilesse de propagation de la luniiere. Tou- 
tefois on ne doit pas prendre pour w, v^ w trois solutions quelconques 
de cette equation (i), il faut encore que ces solutions verifient I'equa- 

tion 

du dv dw 
OX ay oz 

Soient U, V, VV trois solutions quelconques de celtc derniere equa- 
tion. Les quantites u, v, «', defmies par les egalites 

oz oy 



(2) r = 



aw dU 

dx dz 



> 



oy ox 

representent un mouvement lumineux possible. Inversement, a tout 
mouvement lumineux correspondent trois fonctionsU, V, W, qui veri- 
fient ces equations (*). 

Dans la suite, nous representerons par la lettre 9 I'une quelconque 
des six quantites U, V, W, a, k^^ w. Si nous d^signons par T la duree de 

(*) Clebsch, Borchardt's Journal ^ikr reine und angewandie Mathematik^ Band LXI. 
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vibration de la lumiere siipposee homogene, chacune de ces six quan- 
tiles sera une fonction lineaire et homogene des quantites 

t . / 

COS27:Fp> SUl27r?p' 

Nous prendrons pour mesure de TiiUensile lumineuse, au point de 
coordonnees 07, r, s, la moyenne arillimetiquc des valeurs que prend 
la quantite 

li^ H- r- 4- (V* 

pendant le temps T. Si nous posons 

M — t) cos2 7r7p -ht)' sin2 7r?=i5 

t'zzzt;) COS2 7:Fp -T- t?' sin2 7r;p» 

t , , t 

oetle intensite aura pour valeur 

Supposons que Tespace indefini soit rempli par le milieu considere. 
Supposons que, dans ce milieu, se Irouve une source de lumiere en un 
certain point i de coordonneeso;, , j,, :;,. Designons par /, la distance 
mutuelle du point de coordonnees x^ j, z et du point de coordonnees 
^i» Ji» ^1- Designons enfin par X la longueur d'onde de la lumiere, 
c'est-a-dire le produit aT. L'hypothese la plus simple que Ton puisse 
faire sur(p, hypothese permise d'ailleurs si © designe Tune des quan- 
tites U, V, W, consiste a poser 

(3) cp=-|-cos27r^^ — ^ 

Ayant cette expression de 9, il est facile d'en deduire une autre expres- 
sion plus generate qui se rapporte au meme cas. II suffit de multiplier 
I'expression precedente de 9 par un facteur constant, d'ajouter a / une 
constante, de difTerentier une fois, puis une seconde, par rapport k a?,, 

Ann,de Vtc, Normale, 3*Serie. Tome HI. — Septembrb 1886. Sq 
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i\ J, ou a 5,, et d'ajouler ensemble, membre a inembre, toutes les ega- 
litesainsi obtenues. 

On pent fairc subir au resullat de celle operation une simplification 
imporlanle : il suffit pour cela d'inlroduire une hypothese qui a, en 
Optique, une importance capitale, a savoir rhypothcse que la longueur 
d'onde pent elre iraitee comme un infiniment petit, Des lors, si Ton 
tientcompte seulement des termes de Tordre le plus eleve, on obtient 
le resultal suivant : 

Dans cette expression, les quanliles D et D' dependent de j-^> ^> 
-—-f ou, ce qui revient aumenie, de ~> -r^? t-^' c est-a-dire que ces 

dzi ^ av Of az ^ 

quanliles dependent de la direction de la ligne r, ; a part cela, elles sonl 
constanles. 

En verlu des equations (a), //, i^, tv admettent des expressions de 
mcme forme; selon que ^ sera egal a //, a ^ ou bien a iv, designons les 
valeurs de D, D' par A, A', par B, B', ou bien par C, C. Ces six lettres 
representerontdes quantitesqui dependent dela direction de la ligne r,, 
mais qui, a part cela, sont constantes. L'intensile de la lumiere aura 
alors pour valeur, au point de coordonnees x^y^ 5, 

':^(A«-h A'«-+- B»-+- B'«-+- (?4- C'*). 



2f\ 



Cette expression montre que Tintensite dont il s'agit est inversement 
proportionnelle au carre de la distance du point considere au point 
lumineux. Elle montre, en oulre, que cetle intensite varie avec la di- 
rection de la ligne r^. La loi de ces variations se relie a la loi du mou- 
vementdu point lumineux. 

Dans ce qui va suivne, nous prendrons pour source de lumiere un 
point lumineux semblable a celui que nous venons de considerer et 
nous recbercherons comment la lumiere qu'il emetest modifiee par un 
corps etranger place dans le voisinage de ce point. Au cours de ces 
rechercbes, nous auronsa faire usage d*un lemme important. Ce lemme 
se deduit de Tapplication du theoreme de Green aux fonctions qui sa- 
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tisfont a Tequation aux derivees parlielles que <p verifie, Ce lemme 
constitue une forme plus precise etplus generale de la proposition bien 
connue sous le nom de vrincipe d* Hay gens, M. Helmholtz Ta deja 
demontre dans son Memoire intitule Theorie de la vibration de I'air 
dans les tuyaux ouverts (*), et il en a montre rimportance; dans le 
numero suivant, nous allonsexposer ce iheoreme sous une autre forme, 
en suivant une voie differenle. 

2, Soient tD et t? deux fonctions de x, j, z continues, ainsi que leurs 
derivees partielles du premier ordre par rapport aux variables or, y, z 
en tons les points d'un espace limile (cet espace pent d'ailleurs se 
composer de plusieurs parlies separement limitees). Designohs par rf- 
un element de volume de cet espace. Soit ds un element de la surface 
qui le limite (cette surface pent aussi se composer de plusieurs parties 
separement limitees). Designons par N la normale a Telementflfe, cette 
normale etant dirigee vers Tinlerieur de Tespace considere. Le iheo- 
reme de Green donne I'egalilo 

Dans cette egalite, posons t) = 9 et supposons tout d'abord que s? 
satisfasse aussi a Tequation (i); nous aurons 



ou bien 



J V ^^ ^ dNj "^^ - a'- J V 01' ^ or- ) "^^ 

J V d^ ^ d^J a» dtj y dt "^ dt) ''" 



Mulliplions les deux mcmbresde cette egalite par di et inlegrons enlre 
deux valeurs du temps. Tune negative, que nous designerons par — t\ 
Taulre positive, que nous designerons par t'\ Nous obticndrons alors, 
en faisant usage d'un symbole bien connu, Tegalite 



(5) 



x/'/(.^-ii)-=i[/(-^-^)*]:- 



( * ) Helmholtz, Theorie dcr Luftschwingungen in Rohren mit offenen Enden {Borchardt's 
Journal fur reine und angewandte Mathematik, Band LVII). 
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Posons niaintenant 

V— y 

'0 

expression dans laquelle r^ designe la distance du point de coordon- 
nees a?, j, 5 a un certain point o choisi arbitrairement, tandis que F 
designe one fonction qui devient infiniment petite pour toule valeur 
finie, positive ou negative de la variable dont elle depend, qui n'est ja- 
mais negative et qui, en outre, satisfait a la condition 



(6) 



J*F{K)d^ = i. 



pourvu que I'integration s'etende d'une valeur negative et finie de 2^ a 
une valeur positive et finie de la meme quantite. 

Considerbns maintenant un espace entiercinent clos, rempli par 
Tether homogene et ne renfermant aucun point lumineux. Designons 
par ^ la surface qui le limile et parrf^ un element de cette surface. Pre- 
nons le point o a Tinterieur de cet espace. Du point o comme centre, 
decrivons une sphere infiniment petite et appliquons I'egalite (5) a ce 
qui reslc de I'espace considere lorsqu'on en exclut le volume de cette 
sphere. Designons par dS un element de la surface de cette sphere. 
Prenons pour t' une valeur assez grande pour que la quantite 

soil negative et finie lorsqu'on y remplace r^ par la plus grande des 
valeurs que r^ prend sur la surface s; cette quantite sera a fortiori nega- 
tive et finie dans tout I'espace considere. Moyennant ces conditions, les 

valeurs de t? et de -^ qui figurent au second membre de I'egalite (5) 

correspondent a des valeurs positives ou negatives, mais finies, de 
To -f- at\ ces valeurs sont done egales a zero. L'egalite (5) devient alors 

Les integrales que renferme le second terme peuveni elre effectuees. 
Designons par R le rayon de la sphere infiniment petite, et, dans le 
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calcul (le Texpression qui multiplie ^S, negligeons toute quantite dont 
le produit parR^ est infiniment petit. Nous pourrons alors poser 

el nous aurons 



/('»-''s)'^=-^""^<'">' 



9o designant la valeur de 9 au point o. Remarquons maintenant que la 
quantite F(at) ne differe de zero que pour les valeurs infiniment petites 
de atj et que, en vertu de I'equation (6), on a 



f F(at)dt=^ 



Nous Irouverons pour valeur du second terme de {'equation (7) 

-— ?o(o). 

expression dans laquelle 90(0) designe la valeur de 90 pour l = o. 

Dans le premier terme de I'equation (7) on peut egalement, grace 
a I'equation (6), effectuer Tintegration par rapport a /. On a tout 
d'abord 

Dans la derniere valeur de -^ on doit supposer qu'apres avoir effectue 
la diflerentiation on pose 

a 

Si Ton pose 

Texpression — -^9 qui figure dans I'egalit^ en question, aura pour 
valeur 
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Nous avons ensuilc 
et, par suite, 

expression dans laquelle 9 ( ^j designe la valeur deep pour / = -— — • 

Transformons la derniere integrate au moyen d'une inlegralion par 
parlies, et remarquons que la fonction F s'annule toutes les fois que la 
variable dont elle depend prend une valeur finie; nous Irouverons pour 
valeur de Texpression precedente 



c^l 



N ^V «/ « 'o d^ dl 



(^9 



Dans cello derniere expression, ^ a la valeur qui! prend pour 



a 



En reportant dans Tegalite (7) les resultats que nous venons d'ob- 
tenir, et en changeant Torigine des temps de telle fa<;on que Tinslant 
qui, dansce qui precede, servait d'origine, devienne maintenant I'in- 
stant/, nous obtiendrons le resultat suivant : 

Les deux premiers termes de Texpression qui mulliplie ds peuvent elre 
reunis en un seul, qui est le suivanl 






('-?) 



en convenant, dans cette differentiation, de regarder r^ comme seul 
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variable, et de conserver aux autres quantites dont depend <f(t) les 
valeurs qu'elles oni en un point de Telementrf^. On a alors 

(lo) 47r?o(0- r^^^, 

egalite dans laquelle on a 



(II) il 



'('-?) /('-?) 



0\ /'o /r 



et dans laquelle la fonction/a la signification definie par I'egalite (8). 
De ces resultats decoule la consequence suivante : 
Le mouvement de Tether a Tinterieur de Tespace que limite la sur- 
face s pent etre regarde comme provenant d'une couche de points lumi- 
Tieux distribues sur la surface s; en elTet, chacun des deux lermes qui 
composent Q peut etre regarde comme provenant d'une source de 
lumiere concenlree en un point de Telement ds. 

Le raisonnement suivant permet de demontrer que, moyennant une 
certaine condition que nous supposerons toujours remplie dans la suite, 
I'cquation (lo) demeure encore exacte lorsque tons les points lumineux 
sont situes a Tinlerieur de la surface s, et que le point o est extericur a 
cette surface; seulement, dans ce cas, la normale N doit etre complee 
vers Texierieur de la surface. Dans ce cas, appliquons I'egalite (lo) a 
un espace limite interieurement par la surfaces et exterieurement par 
une sphere de rayon infiniment grand. Soit dS un Element de la surface 
de cette sphere. Nous obtiendrons Tegalite 



47:90(0= f^ds~{- I ^dS. 



Supposons maintenant que, jusqu'a une cerlaine valeur tinie du temps, 
Tequilibre ait regne dans lout Tespace. Des lors, pour une valeur nega- 
tive et infiniment grande de ^, les quantites (p(/) et /(t) sont egales a 
zero en tons les points de Tespace, et, en particulier, en tons les points 
de la surface de la sphere infiniment grande. Cela etant, supposons que 
Ton choisisse le point o k distance finie et que Ton considere unique- 
ment des valeurs finies du temps; la quantite Q sera alors egale a zero 
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pourtous les elements e/S, car, en tout point de la surface de la sphere, 

/ ^ est negatif et infiniment grand. Des lors, nous obtiendrons 

Tequation (lo). Nous avons introduit, il est vrai, cette restriction que 
le point o est situe a une distance finie et que le temps a une valeur 
fmie; niais cette restriction n'est qu'apparenle; quelle que soit la 
position du point o et la valeur de /, on peut choisir le rayon de la 
sphere assez grand pour que les considerations precedenles conservent 
leur valeur. 

Si Ton applique Tegalile (lo) a deux surfiices fermees qui ont une 
parlie commune et qui renferment loutes deux le point o sans ren- 
fermer les points lumineux, ou loutes deux les points lumineux sans 
renfermer le point o, et si Ton retranche membre a membre les deux 
resuhals obtenus de la sortc, on arrive a la conclusion suivante : 

L'integrale / ilds, elendue a une surface fermee qui ne renferme ni 

le point o, ni les points lumineux, est egale a zero. 

Cette integrale s'annule encore pour une surface fermee qui enve- 
loppe a la fois le point o et les points lumineux. On le reconnait en 
appliquant successivement I'equation (lo) a deux surfaces fermees qui 
ont une parlie commune et dont Tune renferme le point o sans ren- 
fermer les points lumineux, tandis que Tautre renferme les points 
lumineux sans renfermer le point o. 

On voit immediatement comment on aura a appliquer Tequation (lo) 
au probleme qui nous occupe et qui a ete enonce au commencement du 
paragraphe precedent. Supposons que Tcspace indefini soit rempli par 
de Tether homogene. Dans cet espace se Irouve un point lumineux i . 
II engendre un mouvement auquel correspond une certaine fonction 9'. 
Supposons que, dans Tespace, on introduise un corps etrangcr; le mou- 
vement est modifie; la fonction 9' se transforme en la fonction 9; le 
probleme consistc a determiner la valeur de la fonction o pour tout 
point exterieur au corps. Designons par ds un element de la surface du 
corps et par dS un element de la surface d'une sphere infiniment petite 
ayant pour centre le point lumineux. En vertu de Tegalite (10), nous 
aurons 

47190= I ^dS -h I ^ds. 
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La premiere de ces deux inlegrales a une valeur facile h determiner. 
La variation que subit le mouvement en un point de I'element dS par 
Teffet de I'introduclion du corps etranger n'est pas infiniment grande, 
si Ton excepte un certain cas parliculier. Comme d'aillcurs la surface 
spherique dont fait partie I'element dS est infiniment petile, cette 
variation n'a aucune influence sur la valeur de Tintegrale. On pent 
done, dans cette integrale, remplacer o par 9'. Alors, en vertu de 
I'equation (10), si Ton designe par 9'(^) '^ valeur de (p' au point o, 
cette integrale aura pour valeur 4*?^ ?'(o). On a done 

Cette equation permet, en general, de determiner (p(o) lorsqu'on 
connait la fonction 9' et que Ton connait en outre, pour tons les points 

de la surface du corps, les valeurs de 9 et de -^^ 

3. Avant de pousser plus loin nos recherches, il nous faut deter- 
miner la valeur que prend Tintegrale I Qds etendue a une surface 

limitee, au moins sous cerlaines conditions. C'est cette valeur que nous 
allons maintenant chercher. 

Nous supposerons, pour effectuer cette recherche, que la longueur 
d'onde est infiniment petite. Nous supposerons que la quantite 9 se 
rapporte au mouvement produit par un point lumineux et est, par 
consequent, exprimee par Tegalite (4). Nous supposerons que, pour 
aucune portion d'^tendue finie, soit de Taire a laquelle s'etend I'intc- 
gration, soil de la ligne qui limite cette aire, la quantite r, 4- r© n'a une 
valeur constanle ou une valeur differant infiniment peu d'une con- 
stante. Enfin, nous supposerons que la ligne droite qui joint les 
points I et o ne passe ni par un point du contour de la surface, ni 
par un point infiniment voisin de ce contour. 

Dans ces conditions, nous demontrerons que Tintegrale consideree 
est egale a o si la ligne droile qui joint les points 1 et o ne rencontre 
pas la surface s. Le calcul nous montrera que, dans le cas ou cette 
droite rencontre la surface s, Tintegrale en question a pour valeur 
ii= 4'J^9o» le signe -+- devant etre choisi si la normale N au point de 
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rencontre fait un angle aigu avec la ligne droite menee du point i au 
point o, et le signe — devant etre choisi si cet angle est obtus. D'ail- 
leurs, ce dernier resullat derive inDinediatement de Tequation (lo), si, 
conformement a ce que nous venons d'enoncer, Tintegrale consideree 
est egale a o lorsque la droite ne rencontre pas la surface. 

Prenons tout d'abord pour 9 la valeur donnee par Tegalite (3); 
posons, par consequent. 

Nous aurons alors 






puis, en vertu de Tegalite (8), 



2 71 df-Q . //'iH- 

sin2 7r ' 



L'egalite (i i) nous donnera alors 

J 27r fdr^ dro\ . fri-^ro t\ 

Pour deduire de cette yaleur de Q la valeur de Tintegrale consideree, 
nous prendrons pour point de depart le theoreme suivant : 

Soient F(^) unefonction de X^ qui demeure continue lorsque X^ croU de X.^ 
a ^1 et ^ une constante. Vintegrale 

-^sin{KK-hd)dZ 
tend vers o lorsque K crok au deld de toute limite. 
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L'exactitude de ce theoreme peut etre ctablie par des' considera- 
tions tout a fait analogues a celles que Dirichlet a exposees, dans ses 
recherches sur la serie de Fourier, au sujet d'une integrale semblable. 
On partagera rintervallc compris entrc les limites dc Tintegration en 

parties telles que, dans chacune d'ellcs, la quantite -^ conserve un 

signe constant et aille sans cesse en croissant ou sans cesse en decrois- 
sant; on supposera que le nombre de ces parties est fini; pour demon- 
trer ensuite que Tintegrale consideree s'annule pour chacune de ces 
parties lorsque K devient infmiment grand, il sulfira de parlager cha- 
cune d'elles en inlervalles secondaires, de telle fagon que toutes les 
valours de ^ pour lesquelles sin(Ks 4- S) est egal a zero marquent les 
points de division enlre ces intervalles, et d'ecrire les inegalitcs faciles 
a trouver auxquelles satrsfont les valours absolues des integrales rela- 
tives a ces intervalles. 

Le theoreme dont nous venous de parler entraine le suivant : 

Si la derii^ee premiere de lafonction F(Q est continue dans Vinten^alle 
compris entre X, = Zq et *C, = t^^ on a, lorsque K croit au deld de toute 
limite, Vegalite limite 

^sin(KC4-5)t/?=:-U^cos(KC-h5) . 

En efiet, le premier membre de cette egalite peut, au moyen d'une 
integration par parties, s'ecrire 

-I ^cos(K?4-3)J^ -^j ^cos(K:h-5)^; 

mais la nouvelle integrale qui figure dans cette expression est de meme 
forme que I'integrale (i4)' Elle tend done vers zero lorsque K croit au 
dela de toute limite. 

Considerons maintenant une surface s, limitee de tons cotes, dont 
les courbures varient d'une maniere continue d'un point a un autre. 
Soitrf^un element de cette surface. Soient r, et r^ les distances d'un 
point de cet element a deux points fixes i et o^ et posons 
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Designons fen outre par G une quantile qui varie d'une maniere con- 
tinue avec la position de Telement cfe, par 8 une constante, et cher- 
chons vers quelle limite lend Tintegrale 

(i6) rGsin(K?H-3)* 

lorsque K croil au dela de toutc limite. 
Pour y parvenir, tragons la surface representee par Tequation 

C = const. 

Cette surface est un ellipso'ide de revolution ayant pour foyers les deux 
points I et o. Get ellipso'ide coupe la surface suivant une certaine ligne. 
Envisageons la partie de la surface 5 qui sc trouve comprise entre deux 
de ces lignes d'inlerseclion, Tune correspondant a la valeur variable ^ 
et I'autre a une valeur coustante arbitrairement choisie de ^^ que nous 
nommerons Z. Posons 



(17) F{K) = ±fG 



dSy 



Tintegrale qui s*etend a la portion de la surface 5 que nous venons de 
definir etant precedee du signe -f- si Ton a ^ > Z et du signe — si Ton 
w ^ < Z. D'apres ces notations, si nous supposons que dC, soit un accrois- 
sement positif, nous aurons 



frfC=/G*, 



I'integration qui s'etend a la portion de la surface s comprise entre les 
lignes d'intersection de cette surface avec les deux ellipsoides qui cor- 
respondent aux valeurs !J et ^ 4- rf^ de 2^. Designons par l^o la moindre 
valeur de X, sur la surface s et par J^, la plus grande valeur de ^ sur la 
meme surface. L'integrale (16) aura alors pour valeur 



/ 



^sin(KC + d)rf?. 



Elle deviendra done identique a Tintegrale (i4)- Elle tend done vers 
zero lorsque K croit au dela de toute limite si la fonction F(^) est con- 
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tinue en tous les points de la surface s. Cest ce qui a lieu si ^ n'a unc 
valeur constante pour aucune portion d'aire finie de la surface s. 

Envisageons maintenant, en conservant les memes notations, {'ex- 
pression 

(19) K f G s\n{Ki: -i- $) ds. 



Par une transformation semblable elle devient identique a Tintegrale 



X^' dF 
^sin(K?4-a)c^ 



qui forme le premier membre de Tegalit^ ('^)« Si done la quan- 

dF 

tite -^y definie par Tegalite (iS), est continue en tous les points de la 

surface 5, cette integrale tend vers le second membre de Tegalite (i5) 
lorsque E croit au dela de toute limite. 

La derivee ^ est discontinue si la quantity ^ est constante le lon^ 

d'une portion d'etendue finie du contour de la surfaces. Si Ton exclut 
ce cas d'exceplion, cette derivee ne pent presenter de discontinuite que 
si la differentielle d^ s'annule en un point de la surface. II nous faudra 
chercber en particulier ce qui arrive dans ce cas. Si, pour le moment, 
laissant de cote ces cas d'exception, nous admettons Texactitude de 
Tegalite (i.^)f nous en deduisons sans peine que I'expression (19) tend 
vers zero lorsque K croit au dela de toute limite. En effet, en vertu des 
liypotheses que nous faisons en rejetant les cas d'exception, c'esl seu- 
lement pour un point ou pour un certain nombre de points du contour 
de la surface s que ^ atteint sa plus grande valeur. II en est de meme 
pour la plus petite valeur de ^. Pour chacun des points dont il s'agit, 

rintegrale j Gdsdonl il faut calculer la valeur pour obtenir, au moyen 

de Tegalite (18), la valeur correspondante de -^ est un infiniment petit 
d'un ordre plus eleve que Tordre de rf^; la valeur correspondante de 
-^ est done egale k zero. 

Cberchons maintenant la valeur de I'expression (19) dans le cas ou 
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(K s'annule en un point de la surface s. Soient 

Tequation dc la surface s, et a*, y, z les coordonnees du point oil ([^ 
s'annule. On a alors 

-. — -I- -r — -~ I-. -T— > 

Or Or ()y 

t ... 

dr^ Or,, __ (),:( 
dz dz ()z 

L designant un facleur indetermine. Soient a,, p,, Yi '^s cosinus des 
angles que fait avec les axes de coordonnees la ligne nienee du point i 
au point de coordonnees cr,y, z; soient ao, Po» Y© les cosinus des angles 
que fail avec les axes de coordonnees la ligne menee du point o au point 
de coordonnees .r,y, z; soient, enfin, a, ^, y les cosinus des angles que 
fait avec les axes de coordonnees la normale N menee a la surface s au 
point de coordonnees a?, y, :;. Les egalites precedentes peuvent s'ecrire 

Ia, 4- ao=^ Ma, 

M designant un nouveau facteur. 

Ces egalites demontrent tout d'abord que les trois lignes r,, r^ et N 
sont dans un meme plan; elles montrent aussi que Ton a 

M (aa, + |3?, + yy, ) :== M (aao -H P?o H- yyo). 

Cette derniere egalite exprime que Ton a Tune des deux consequences 

suivantes : 

On bien Ton a 

M = o, 

c'est-a-dire 

«! = — «(>» ?i = ~ ?09 '/i = — yi)9 

et alors le point de coordonnees x, y, z est situe entre les points i et o 
sur la droite qui les joint. 
Ou bien les deux directions que definissent les cosinus a^, ^,, y^ 
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ot a^, flo, Yo forment des angles egaux avec la direction de la nor- 
male N. Dans ce dernier cas, les lignes r, et r^ se Irouvent de part et 
d'autre de la normale N, a moins qu'elles ne coincident avec celte nor- 
mnle ou avec son prolongement; car les egaliles (20) ne peuvent etre 
verifiees par ao=a|, po== p^, y^ = y^^ a moins que les lignes r^ et r, 
ne coincident avec la normale N ou avec son prolongement. 

Changeons mainlenant la signification des lellres^, j, :;. Designons 
par X, r, z les coordonnees d'un point variable de la surface s par 
rapport a un systeme de coordonnees ayant pour origine le point qui 
avait precedemment pour coordonnees x, y, z et ayanl pour axe des z 
la normale N. Supposons, en outre, que la surface s soit reduite a une 

aire infiniment petite, bien qu'infmiment grande par rapport a ^- 11 

nous sulBra evidemment de calculer la valeur de Tintegrale (19) dans 
cette hypolhese, car ce que nous avons deja demontre nous prouve que 
Taddition de nouvelles parties a la surface s ne modificrait pas la valeur 
de rintegrale. 

La surface s a alors pour equation 

a,,, a, 3, a22 6tant des constantes. On a, en outre, 

ds =: dx dy. 

Pour determiner la forme des lignes d'intersection de la surface $ avec 
les surfaces ^ = const. , nous allons former I'expression de X, et deve- 
lopper X, suivant les puissances croissantes de x et de^. 
Soient x^, y^, Zq les coordonnees du point o, et posons 



Nous aurons alors 



ou bien 



Considerons x ely comme des quantites infiniment petites du second 
ordre, et developpons r^, en faisant usage de I'equation (21), jus- 
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qu'aux quantites cJu second ordre inclusivement. Nous aurons alors 

,. __ , .r j-o -r- yvp ^n^r^-f- 2a„a:v -4- flr„ >- _ :r- -h .y- (jr-j-o — .vr.,)^ 

' H — /ji — -fo ~T~ : 



P» po 3?0 -2 



ro 



Mais les quantites a„, po» To qtii figurent dans les egalites (20) veri 
tient les relations 

— — OCof 7~ — Po> — -^ */o I 

Po po po 

on a done 

•«Po 

Posons de meme 



pi--^V^'^?-+-7}-+-^;; 
nous trouverons 

a Pi 

Mais, grace au systeme particulier de coordonnees que nous avons 

adopte, nous avons 

a = o et j3 = o, 

et, par consequent, en vertu des egalites (20), 

a, 4- ao — o, p, 4- 3o= o. 

Nous aurons done 
egalite dans laquelle on a 

/ Ao =po4-pi, 

a pi A po 

A,j~a„(y,4- "/o) — 



2 



pi 2po 



A„-«„(y.-Hy.)+i^ + i-p 
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Les courbes d'intersection des surfaces ^ = const, avec la surface s 
sont, d^apres cela, des sections coniques scmblables et semblablement 
placees qui ont toules pour centre Torifjine des coordonnees. Suppo- 
sons que Inequation de ces sections coniques rapportees a leurs axes 
principaux soit 

ou bien, en d'autres termes, designons par (x, et (Xj les racines de 
inequation du second degre 

(23) (A„ — ft)(A„— |x) - AJ,— -o. 

Si les deux quantites [x, et [u^ sontde mSme signe, les sections coniques 
considerees sont des ellipses. Dans ce cas, si les quantites [X( et [x.^ sont 
toutes deux positives, Ao est une valeur minima de ^; si, au contraire, 
les quantites [x, et [x^ sont toutes deux negatives, Ao est un maximum 
de Z. Dans le premier cas, I'aire de Tellipse qui correspond a uno cer- 
taine valeur de ^ a pour valeur 

7T(;-A o) 

■ - -■■■ ■■■— ■ — m 

Dans le second cas, elle a pour valeur 

Dans les deux cas, les radicaux doivent etre pris avec le signe +, de 
telle faQon que la racine carree d'une quantile positive soit elle-meme 
une quantite positive. 

ReprenonsmaintenantTegalite (17). Donnons la valeur Ao a la quan- 
tite que, dans cette equation, nous avions designee par Z. Pour toutes 
les valcursde ^ qui correspondent a des ellipses situees entierement a 
Tinterieur de la surfaces, nous aurons, dans Tun comme dans Tautre 

cas, 

7r(C-A„) 



F(C)3^G 



V'f^iFj 



egalite dans laquelle G se rapporle au point de coordonnees j: = o, 
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y^o. Nous aurons alors 

dF ^ T. 



Supposons qu'aucune parlie du contour de la surface s ne coincide 

avec Tune des ellipses que nous considerons; -^ varie alors d'une 

maniere continue a Tinterieur de cette surface; cette quantite s'an- 
nule pour la deuxieme valeur limile que prend ^ sur la surface s. 
Done, lorsque K croit an dela de loute limite, si [x, et [u^ onl des 
valeurs positives, Texpression (19) tend vers 

(!x4) G-^=cos(KAo+o) 

et, si (X, et uis ont des valeurs negatives, elle tend vers 

(25) G--:^cos(KAo-+-o). 

Le calcul a effectuer n'est pas aussi simple dans le cas oil [x, et 1x3 ont 
des signes contraires. Les sections coniques sont alors des hyperboles. 

Dans ce cas, ^ est discontinu pour ^ = A©. Prenons les axes princi- 

paux des sections coniques pour axes de coordonnees et donnons a ia 
surface s une forme particuliere : celle d'un rectangle dont les cotes, 
paralleles aux axes principaux, sont representes par les equations 

x=z±a, yz=.±b. 

Arrangeons-nous de telle maniere que les sommets de ce rectangle 
soicnt sur les asymptotes. II faudra pour cela que nous ayons 



[X, elant suppose positif et (x^ negatif. L'axe transverse de Tbyperbole 
qui correspond a une certaine valeur de X, coincide alors avec l'axe des 
X si, pour cette valeur de ^, ^ — A© est positif, et avec l'axe des y si 
^ — Ao est negatif. Donnons maintenant de nouveau a la quantite Z, 
defmie a propos de Tegalite (17), la valeur Ao, et nous aurons, pour 
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les valeurs de X, superieures a A©, 

V jA, 

G se rapporlant encore au point de coordonnees a? = o, y = o, De la, 
nous deduisons 



d^ i/ 



V— f^2 



/-" __^£ 

,7 ,P VVi -J?' — ? -+- Ao 

A /*~" An 



Mais on a 



f _dz__ 

7. v/?^" 



V !A, 



-\o^{z-^S^z^-i). 



On a done 



-^=iG-_.log^ 



^ V^— f^if^i V^s — Ao 

On Irouve de meme, pour les valeurs de X, inferieures a Ao, 



^=G— „:log h=== 



Remarquans maintenant que la moindre valeur de X, correspond aux 
points de coordonnees or = o, j = di 6 et est egale a Aq — c^, tandis 
que la plus grande valeur de ^ correspond aux points de coordonnees 
;r = di a, y = o, et est egale k A© -f- c^ ; nous aurons alors, pour valeur 
de Texpression (19), 

G-^^kT /"'" iog^±v(^L£Aosin(K?-^3)< 



/''""log^-:tV^SI^sin(KC-|.d)J. 



Dans la premiere de ces integrates, posons 

A — *• — - 

Dans la seconde, posons 

?-Ao:^;. 



.:*x . vllir.2Ht">fT. 

'/ -^;.r**!i:*i*iQ retretienie .er-^ndrq 



A^ / ytz ^'*tJii a.i — -iLL* — — tfli i\^ — a.i.. — 



1 len 



iLrrili rVA.. 1 i . i2 O* 



-Tuia n ; 



rZ : ':• Hlji :rz 



■' K 
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que l*on obtient tout de suite en remarquant que [x, et [x, sont les 
racines de Tequation (^S). Dans cetle egalit6 (27), A,,t A,2» A22 oat 
les valeurs donnees par les egalites (22). 

Ainsi que nous Tavons deduit des equations (20), les raisonnements 
qui precedent se rapportent a deux cas distincts : le premier de ces 
deux cas est celui ou la surface s est rencontree par la ligne droite qui 
joint le point i au point o; le second est celui oil la surface s renferme 
un point jouissant de la propriete suivante. Les lignes menees de ce 
point au point i et au point o sont dans un meme plan avec la nor- 
male a la surface en ce point et forment des angles egaux avec cette 
normale. Le premier de ces deux cas demande a elre examine de plus 
pres. 

Dans ce cas, on a 

Les egalites (22) donnent alors 



An- j(r-^^)('-«?)' 

2 \pi Po/ 

^"=" i(f ■^f)('-(^5)• 
2 \Pi po/ 



Ces egalit.es, jointes a Tegalite (2'j), donnent 



^^^'=i{i^vy'^'- 



Les racines [JL| et [X2 de Tequation (23) sont 



a\pi Po/ a\pi Po/'* 



Elles sont toutes deux positives. On pent done remplacer Texpres 
sion (19) par Texpression (24) qui devient egale a 

(28) ± 27rG -^1^ - cos[K(p, -i- Po) -4- d]. 

Pi "^ Po Vi 









1 
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sions(24), (25) ou (26), remplacerG paria valeur que prend au point 
considerc la quanlite 

Mais^ el -^ sont les cosinus d'angles qui sont egaux entre cux. La 

valeur en question n'est done autre que o. 

Par consequentt c'cst seulement dans le cas oil la surface s est rencon- 

tree par la ligne qui joint les deux points o et i que Tintegrale / Qds 

differe de o. Pour obtenir, dans ce cas, la valeur de cette integrate, il 
suffit, dans Texpression (28), de remplacer G par la valeur de la quan- 
tite (29) au point de rencontre de la droite qui joint les points o et i 
avec la surface s. Supposons que la direction de la normale N, qui 
figure dans Tegalite (i3), coincide avec I'axe des z auquel se rapporte 
la quantite y, qui figure dans I'expression (28). Nous aurons 

df\ _ drp __ 

et, par consequent, la quantite (29) aura pour valeur 

111. 

PiPo 

Des lors, nous aurons 

J pi-4-po \ X t; 

ou bien 

Dans cette egalite, on prendra le signe -+- ou le signe - selon que y, 
est positif ou negatif, c'est-a-dire selon que la normale N fait avec la 
ligne qui joint le point i au point o un angle aigu ou un angle obtus. 
Le raisonnement que nous venons d'exposer demontre la proposition 
enoncee pour le cas particulier oil 9 a la forme donnee par Tegalite (3). 
Cette proposition ne cesse pas d'etre exacte lorsqu'on passe, par Ic pro- 
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cede qui a ete indique, de la forme de 9 donnee par I'egalite (3) a la 
forme plus generale donnee par Tegalile (4). 

4. II n'est possible de deduire des consequences de I'equalion ( la) 

que si Ton a auparavant determine les valeurs de 9 et de ^ a la sur- 
face du corps donl cette equation suppose Texistence. 

Supposons que des ondes lumineuses planes, se propageanl dans un 
milieu transparent, viennent tomber sur la surface plane qui separe ce 
milieu d'un autre milieu. Elles donnent naissance a des ondes planes 
reflecbies et refractees. Le fait que ces ondes existent et presentenl la 
direction que Texperience leur assigne pent etre regarde rommc la 
consequence de la proposition suivantc : 

Entre les depkicements que subisscnt des partmdes d^ ether situees dans 
les deux milieux au voisinage immediat de la surface de separation des 
deux milieux et les derivees d^ ces diplacements. it existe des relations 
lineaires, homogeneSy a coefficients constants. 

Supposons que 9/ soit la valeur de la quantite <p au point de coor- 
donnees ^, y], ^, pour la lumiere incidente; que (p^. soit la valeur de la 
quantite 9 au meme point pour la lumiere reflechie. Supposons que ^ 
soit negatif pour Iq premier milieu et positif pour le second milieu. 

Soit 

. //f -h/WY) -h /is t -\- a\ 

9/= Acosairl — ^ r^ u 

/, m, n designant les cosinus des angles que fait avec les axes de coor- 
donnees la normale a Tonde incidente dirigee dans le sens oil cette 
onde se propage. On a alors, d'apres la supposition que nous venons 
d'indiquer, 

9r=cAcos27r( -^^ y^ T^ — '-y 

Dans cette formule, c et y sont des constantes dont la valeur depend 
de la variable que represente le symbole 9, de Tangle d'incidence, de 
Tetat de polarisation de la lumiere incidente et de la nature des deux 
milieux. D*apres cela, on a, pour ^ = o, en remplagant les symboles 9, 
et 9^ par les symboles ^i{t) et <Pr(0 ^uxquels on atlribuera la meme 



N 
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signification, 

(3o) (p,(/) = c(p;(/-4-y) 

el 

Si Ton (lesigne par N, comme dans cc qui precede, la normale a la 
surface de separation des deux milieux dirigee vers Tintcrieur du pre- 
mier milieu, la seconde equation pourra aussi s'ecrire 

Si la lumiere incidente etait composee d'un ensemble d*ondes diver- 
sementorientees, lesquantites 9iet(p;.seraientruneetrautre la somme 
d'un certain nombre de termes dont chacun serait analogue aux quan- 
tites que, dans les egalites precedentes, nous avons designees par ces 
memes lettres 9, et (fr\ chacun de ces termes verifierait alors des ega- 
lites analogues aux egalites (3o) et (3o bis). 

Ces theoremes trouvent une application immediate au cas auqucl 
s'applique Tequation (12), si Ton suppose que la longueur d'onde A 
est infiniment petite, et que la courbure de la surface du corps consi- 
dere ne prend en aucun point une valeur infiniment grande. 

En vcrtu de Tequation (12), la quantite (f^, c'est-a-dire la valeur 
de 9 pour un point quelconque o de Tespace considere, se presente 
comme une somme de termes dont Tun provient de Taction du point 
lumineux 1, et les autres d'une couche de points lumineux distribues 
sur la surface qui limite cet espace. Prenons un point o infiniment 
voisin de cette surface, et supposons meme que sa distance a cette sur- 
face puisse 6lre regardee comme infiniment petite par rapport a A. Les 
ondes lumineuses qui rencontrent ce point doivent etre regardees les 
unes comme des ondes incidentes, les autres comme des ondes refle- 
cliies ou refractees, selon qu*elles marchent du point vers la surface 
ou de la surface vers le point. Les points lumineux dont proviennenl 
les premieres ondes sont tons situes d'un meme c6te d*un plan indefini 
mene par le point o parallelement a Telement de la surface limite le 
plus voisin du point o. Les points lumineux d'oii proviennent les 

.inn. de VAc, MormaU, 3' Serie. Tome 111.— Octobiik 1886. 4^ 
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secondes ondes sonl silues dc I'aulre cote de ce meme plan. Supposons 
qu'il n'existe dans le second milieu aucune onde incidente; le premier 
renfermera alors uniquement des ondes incidentes et des ondes refle- 
chies. Supposons que la quantite (p/ se rapporle au mouvement deter- 
mine au point que designe ici la lettre o par la lumiere incidente; que 
OrSe rapporte au mouvement determine par la lumiere reflechie; enfin 
9 au mouvement resultant des deux precedents. Nous aurons 

et 

En outre, on aura a faire usage des equations (3o) et (3o bis) si la 
lumiere se compose d*un seul systeme d*ondes; si Ton a a considerer 
plusieurs systemes d'ondes, on fera usage des egalites qui corres- 
pondent alors aux equations (3o) et (3o bis). A propos de ces der- 
nieres, nous avons indique en quoi consistaient ces egalites. 

II est un cas plus simple et plus accessible a Timagination que le cas 
general. C'est celui ou le second milieu est forme par un corps comple- 
tement noir, c'est-a-dire par un corps qui ne pent ni reflechir la lumiere 
ni la transmettre. L*experience montre que si la lumiere se propage 
dans un corps avec la meme vitesse que dans le milieu ambiant, que 
si, de pluSy ce corps absorbe les rayons lumineux avec une energie suf- 
tisante, ce corps sera completement noir. Dans ce cas, comme dans le 
cas d'un corps opaque quelconque, il n'existe aucune onde qui se 
meuve a Tinterieur du corps et qui vienne rencontrer sa surface; nous 
nous trouvons done dans les conditions que nous avons supposees rem- 
plies. De plus, pour un semblable corps, la quantite que nous avons 
designee par c est toujours egale a o. Done, les conditions qui doivent 
etre supposees remplies a la surface d*un corps completement noir sont 
les suivantes : 

(3i) 9r = o, ^=«- 

Cela pose, si nous imaginons que le corps dont Tequation (1:2) sup- 
pose Texistence soit un corps parfaitement noir et que sa surface soit 
convexe en tout point, nous trouverons aisement les valeurs que ^ et 
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-T^ (loivent prendre aux divers points de la surface de ce corps. Menons 

' un plan tangent a ia surface du corps, et, du cote de ce plan oil le corps 
ne se trouve point, menons un second plan parallele au premier et infi- 
nimenl voisin du premier. La surface du corps est situee tout entiere 
d*un meme cote de ce plan. Des lors, les termes qui proviennent d*un 
element quelconque ds de la surface figurent toujours dans Texpression 
de la quantite 9^* jamais dans Texpression de la quantite (p,. Tragons 
un cone ayant pour sommet le point lumineux i et tangent a la sur- 
face. La ligne de contact de ce cone avec la surface partage cette der- 
niere en deux regions : Tune est vue du point lumineux, Tautre lui est 
cachee. Designons ici encore par f ' la valeur de la fonction f relative au 
mouvement que prendrait le point o si le corps noir etait enleve. Si le 
point o est infiniment voisin de la region de la surface du corps qui est 
vue du point i, le terme qui provient du point i entre dans Texpres- 
sion de f ^ et a pour valeur (p\ Si, au contraire, le point o est infiniment 
voisin de la region cachee au point i, c*est dans Texpression de ^r 
qu'entre le terme provenant du point i. 

On a done, pour tous les points de la premiere region, 

(3^) ? = ?', % = %' 

pour tous les points de la seconde region, on a 

ou bien, en vertu des egalites (3i), 

(33) 9=0, ^=^' 

Supposons maintenant que Ic corps noir, au lieu d'etre entierement 
convexe, ait une forme quelconque. Les equations (3i) seront encore 
verifiees si Ton ecrit les equations (32) pour tous les points oil la sur- 
face du corps est renconiree pour la premiere fois par une droite issue du 
point I, et les equations (33) pour tous les autres points. En effet, si 
Ton admet Texactitude de ces equations, on deduit du theoreme de- 
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f/^/'A /(^ V^fffnu 4^u /l^OK fkpt$u%, nun tky^tuu inlerieure el une region 

IffttHfiUhun \9itr I MN^ «»MrfM/'^ iiwUit^. un lioril iJe Touverture el for- 
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Supposonsque le point o occupe une position quelconque exlerieure 
a ces deux surfaces fermees. Alors, en vertu de Tequation (12), des 
hypotheses relatives aux corps noirs, des equations (32) el (33), 
enfin en vertu de Tequation (10), nous aurons 

(3.|j i7:cpo= I ^dsy 

en entendant que, pour former la fonction Q qui figure dans cette ega- 
lile, on remplacera (p par 9'. L'integralion s'etend a la surfaces. 

Les phenomenes de diffraction ne peuvent se presenter que dans les 
deux cas suivants : ou hien la quantite r, + r^ est constante a un infi- 
nimcnt petit pres pour une portion finie de la surface s ou de son con- 
tour, ou bien la ligne droite qui joint les points i et o passe infmiinent 
pres du contour de la surface s. 

Fresnel a observe les phenomenes qui se produisent aux divers 
points de Taxe d'une ouverture circulaire ou d*un ecran circulaire, le 
point lumineux appartenant lui-meme a cet axe. Les deux quantites r^ 
et To etaient alors sensiblement constantes pour tons les points du con- 
lour, et, par consequent, il en elait de memo de r, -h r^. 

Dans les phenomenes que Fresnel a notnines phenomenes de diffrac- 
tion, par excmple dans les franges qui se produisent pres du bord de 
Tombre d*un ecran, la ligne qui joint les points i et o passe infiniment 
pres du contour de la surface s. 

Fraunhofer a etudie une autre classe de phenomenes de diflraction. 
Considerons seulement le cas oil ces phenomenes sont produits, sans 
le secours d*aucune lentille, sur un tableau infiniment eloigne au 
moyen d'un point lumineux intiniment eloigne. Dans ce cas, r^-^r^ 
est sensiblement constant pour tous les points de Touverture. 

Cherchons quelle est, dans ce cas, la valeur de Tintensite lumineuse 
au point o. Dans ce but, posons tout d'abord, conformement a Tega- 
lite (3), 

(35) 9'= ^COS27:f y ""f )* 

La quantite prend alors la valeur donnee par Tegalite (i3). Les 
deux termes dont se compose cette quantite, grace a Tinfinie petitesse 
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(le X, ne soot pas du meme ordre de grandeur, a moins que la quantite 

ne soil infiniment petite; il est inutile de considerer ici ce cas parti- 
culier. 

D'apres ce que nous venons de dire, Tequation (34) donne 

Pour eviter les longueurs, supposons que la surface s soit plane et 
que ses dimensions soient assez petites par rapport a r^ et a r^ pour 
que, loutes les fois que r^ et r, ou bien leurs derivees par rapport a N 
(igurent autrement que comme argument d'un sinus, on puisse les 
regarder comme des constantes; supposons, en meme temps, que les 
lignes To forment des angles infiniment petits avec les prolongements 
des lignes r,. Nous aurons alors 

et 



?o=- 



I <^/l 






AT, To dN 

Supposons maintenant que Ton generalise Texpression de ^' par la 
methode que nous avons indiquee pour passer de Tegalite (3) a Tega- 
lite (4)- Nous aurons alors 

(36) <p=-cos27r(^^-^j + ^sm27r(^-5,-^j, 

D et D' etant des quantites qui dependent de la direction du rayon 
allant du point lumineux i au point de coordonnees a;, y^ z. Cette ega- 
lite conduira a la suivante 



?o = 






^Dfsin2i:(^l±^ - ^'jds^D'fcos^izi^.^l^ - ^^sj, 



D et D' ayant la meme signification que dans Tegalite precedente. 
Nous pouvons maintenant supposer que f designe Tune quelconque 
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des composantes u, ^» w du deplacement. Faisons cette supposition, el 
rcmpIaQons D et D' par A et A' si 9 represente u, par B et B' si 9 repre- 
sente v^ par C et C si <p represente w. Des lors, d'aprfes la definition 
donnee au n'^ 1 pour I'unite d'intensite, Tintensite de la lumiere en un 
point de Touverture difTringente a pour valeur 

' 5 ( A'-f. A'»-4- B«4- B'«H- C*-+- C*). 



2r, 



Designons cette inlensite par I, et posons 



cos27r-^-r — as, 
sin 'XTz-^ — as; 



rintensite au point o aura pour valeur 



'Mm)^'^'-^''^- 



Un grand nombre de mesures ont montre Taccord de cette fornriule 
avec Texperience (*). 

6. L'egalite que nous venons de demontrer suppose essentiellement 
que les dimensions de Touverture difTringente sont tres grandes par 
rapport a la longueur d'onde. Pour obtenir les spectres de diffmctioriy 
on emploie souvent des r^seaux dont les fentes ont seulement une lar- 
geur d'un petit nombre de longueurs d'onde. On ne saurait done 
regarder comme permise Tapplication de Tegalite pr^cedente a ces 
reseaux (^). Cependant, les mesures auxquelles nous devons la con- 
naissance des longueurs d*onde ont montre que Temploi de cette ega- 
lite donnait avec une grande exactitude la position des maxima de 
lumiere. Les considerations suivanles montrent comment ce fait pent 
s'expliquer au moyen des hypotheses fondamentales qui ont et^ admises 
par nous. 

(*) /7ji>Fr6iilich, ff'iedemann's Annalen clcr Phjrsik und ChemiCy Band VI, p. 4^9. 
(*) Voir Frohlicii, lViedemann*s Annalcn der Phjrsik und Chemie, Band VI, p. 43o, el 
Band XV, p, 592. 
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Considerons un reseau sur ia nature duquel il nous est inutile de 
faire aucune hypolhese; ce pourra etre un reseau de fils ou un reseau 
trace sur noir de fumee, ou encore un reseau a traits de diamant. Sup- 
posons que cc reseau soit place dans Touverture d'un ecran plan forme 
par un corps complelcment noir. Supposons que cet ecran s'etende 
indefmiment dans lous les sens. Designons par ds un element du plan 
du reseau ou, pour parler d'une maniere plus precise, un element d*un 
plan infiniment voisin du reseau et situe du cole du reseau ou se trouve 
le point o. Nous pouvons alors faire usage de Tegalite (9). Si Ton sup- 
pose que To soit infiniment grand, cette egalite se simplifie et devient 




,.,.,„=-/ fi/(,-5)+i^-i" - 



dt J 



Prenons le plan auquel apparlient Telement ds pour plan des xy du 
systeme de coordonnees. Supposons que Taxe des x soit perpendicu- 
laire aux traits du reseau et que Torigine soitau centre du reseau sup- 
pose rectangulaire. Soit po la distance de Torigine au point o. Soient 
^0* ^o» To l6s cosinus des angles que la droite menee de Forigine au 
point o fait avec les axes coordonnes. Nous aurons 

—=-=■ = y« et ds = dx dr. 

On a ensuite 

(p(/) = A cosaTT^^ 4- A'sinaTTs;.* 

/(0= -^^ - ircosa7r|7-f-Bsina7r,-j;, 

I d(p(t) sjttA' t 27rA . i 

-rr-^ =— T C0S2 7r=; :r— SmaTT^ny 

a at A I A J 

egalitesdans lesquelles A, A\ B, B' sont des fonctionsde x et de y. En 
reportant ces valeurs dans Texpression de (po et en choisissant conve- 
nablement Torigine des temps, on trouve 
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Lcsquanliles C et Csontinverscmcnt proportionnelles h po'* cesontdes 
fonctions lineaires de yo- Enfin, circonstance fort importance a remar- 
qucr, CO sont des ronctions iineaires et homogenes de A, A' et B, B', a 
coefficients independan(s de x et de y. 

Snpposons niaintenant que ia source de lumiere soit un point lumi- 
neux rejele a I'infini dans la direction de Taxe des z negatifs. Desi- 
gnons par 2b ia longueur des traits, par 2/1 leur nombre et par e la 
distance de deux points correspondants de deux traits consecutifs, la 
largeur du reseau sera 2ne. 

Supposons ensuite que les quanlites A, A% B, B' et, par consequent, 
aussi les quantites C et C soient liees a j de telle fagon qu'elles demeu- 
rent constantes, tandis que y varie de — 6 a -h i et qu'elles s'annulent 
lorsque J prend des valeurs siluees en dehors de cet intervalle; sup- 
posons qu'elles soient liees a a?de telle fa^on que, x variant de — /i<? a 
+ ne^ ces quantites soient des fonctions periodiques de x ayant pour 
periode e^ et qu'elles s'annulent pour les autres valeurs de x. Par suite 
de ces hypotheses, nous aurons tout d'abord 



I Ccos2 7:(;p -f- -y-) -hC'sin27:f =^-4- ^r— ) \dxx 



A / r ^ It (X 



>. 

X etant infiniment petit par rapport a &, le facteur qui precede le signe 
d'integration sera infiniment petit par rapport a & si ^0 ^ tine valeur 
finie. II aura, au eontraire, une valeur finie si ^o ^st un infiniment 

petit de I'ordre de ^• 

Sous le signe d'integration, supposons que nous developpions C etC 

suivant les sinus et cosinus des multiples de Nous aurons alors, 

en designant par h un nombre entier ou nul, a considerer les integrates 
de la forme 






ne 

COS A sm — r-!^— da; 



el de la forme 



r"' . , 27rj? 27rao^ , 
I Sinn cos — zr—ajr. 



Ann, de Vie, Norm. 3* Serie. Tome HI. — Octodre i88G. 4^ 



> 



338 G. KIRCHHOFF. 

qui sont egales a o, el les integrales de la forme 






COS h COS — ^ — ax 



et de la forme 



/ sm // — y- sm — ^ — ax, 



qui onl respectivemenl pourvaleur 



27: 
et 



sm27r/^e( -r- sin27r/ie( — i ) 

\e A / ^ \e (xj 



/A ). \ . (h ^ a,\ 

"(f-ff " -(;*¥) ■ 

Ces expressions sont en general infmiment pelites par rapport a rn\ 
si Ton regardeX comme iniinimenl petit par rapport a ne\ mais elles 
deviennent fmies dans le cas ou 

e 

est une quantite infmiment petite de Tordre de — • 

On peut supposer que la quantite 9 designe Tune quelconque dcs 
composantes 1/, r, w du deplacement du point o. On voit alors que, 
pour • 

rintensite de la lumiere aura une valeur infmiment grande par rapport 
a rintensite de la lumiere recue en tout autre point du champ. C'est 
precisement ce que Inexperience a montre. 

7. Les considerations que nousavons exposees permettent bien aise- 
ment de demontrer la loi de la reflexion des rayons lumineux. Opposons 
un corps quelconque au point lumineux i. Pour simplifier, supposons 
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que la surface de ce corps soit recouverle par une couche d'une sub- 
stance noire laissantseulcment une petite ouverture en regard du point 
lumineux. Supposons, en ouire, que Ton ait choisi la forme geome- 
trique du corps de telle sorte que le rayon reflechi, tel que le fournit 
Texperience, ne rencontre pas une seconde fois la surface du corps, 
Supposons enfin, comme dans ce qui precede, que la quantite 9' se 
rapporte au mouvement qui existerait dans Ic milieu si le corps etranger 
ne s'y trouvait pas. 

Commencons par admettre que la quantite (p- soit representee par 
Tequation (35). On satisfera alors aux conditions a remplir en posant : 

r^ Pour la partie de la surface du corps qui est mise a nu, 

et, par consequent, d'apres Tegalite (3o), 



?r=^COS27rlY Tr^)> 



K?-^) 
'(i-^) 






egalites d'oii Ton deduit 



? = ?'+- cos27r(^y Y^y 

d^ d<^' d I /r, '-Hy\ 

2^ Pour tous les points de la surface noircie en lesquels celle-ci est 
rencontree pour la premiere fois par une ligne issue du point i, 

, ^9 do' 

3"" Enfin, pour tous les autres points de la surface noircie, 

do 



D'apres les egalites (11) et (r^), la quantite dont la valeur de ^ 
dans le cas achiel surpasse la valeur que prendrait la meme quanliteo 
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si la surface lout cniivre du corps etranger etail noircie est la somme 
cles deux integrales 

et 

L'inlegration s'etend a la portion de surface mise a nu, portion que 
nous appellerons la surface ^ ( * ) ; X etant infiniment petit, si Ton sup- 
pose le point o situe a une distance finie dc la surface, on pourra ne- 
gliger la premiere inlegrale devant la soconde. La difference qui existe 
entre les deux valeurs de 90 c^t done representee par Tintegrale (37). 
II en est encore dc memo si 9', au lieu d'etre represento par I'ega- 
lile (S.*)), est represenle par Tegalite (3()); seules, les valeurs de c et 
de Y sont differentes. L'integrale (37) a la forme de Tintegrale (19). 
Les raisonnements relatifs a celle derniere integrale montrenl que Tinle- 
grale (37)s'annuleen general. L'integrale (19) ne s'annule pas lorsque 
la surface 5 est traversee par la ligne qui joint les points i et o; mais 
rinlegrale (37) s'annule encore dans ce cas; car, au point de ren- 
contre de la ligne et de la surface, on a 

dr dri __ 

L'integrale (37) ne pent done differer de o que s'il existe sur la sur- 
face s un point tel que les lignes joignant ce point au point o et au 
point I soienl dans un meme plan avec la normale a la surface en ce 
point, etfassent avec cette normale des angles egaux. Ceci demontre 
I'existence des rayons reflechis et donne leur direction ; toutefois, la loi 
de la reflexion sera troublee par des plienomenes de diffraction si la 
quantite r, -4- r^ est constante a un infiniment petit pres pour une por- 

( 1) U sorait facile do ddmontror que, si le point o est situ6 sur la surface ou dans son 
voisinago, cotto expression redonne bien les valeurs de 7 et do •-— quo nous avons admises. 
Toutefois, nous passerons cette ddmonstration sous silence. 
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tion finie dela surface ^ ou de son contour, ou bien encore si le point o 
se trouve au voisinage immediat de la surface qui limite le faisceau de 
rayons retlechis. 

La loi que nous venons de demontrer determine les directions des 
rayons reflechis. On pent en deduire les proprietes geomelriques d'un 
fiiisceau de rayons emis par un point lumineux et reflechis sur une 
surface courbe; mais, en ouire, les calculs exposes au n® 3 permet- 
tenl de reconnaitre comment Tintensile et la phase du mouvement lu- 
mineux varientd'un point a un autre le long d'un rayon d'un semblable 

faisceau. 

La partie de la quantite 90 qui correspond a la lumiere reflechie, 
c'est-a-dire I'expression (37), est donnee par I'une des egalites (24). 
(25) ou (26), pourvu que Ton pose dans ces expressions 

K designant une quantite independante de po- II resulte de la que, le 
long d'un rayon reflechi, Tintensite varie avec po de maniere a rester 
inversement proportionnelle a la valeur absolue de 

pJ/^l/^2- 

D'apres les egalites (27) et (22), cette derniere expression peul 



s'ecrire 



(/>>„po-4-Cn)(6„po-+-C„) — (^„po-+-Cn)% 



les quantites b etc etant independantes de po. et les quantites c veri- 
fiant les Egalites 

c„= i(r-(3o'). 

En egalant I'expression precedente a zero, on obtientune equation 
du second degre en po dont les racines sont toujours rcelles. Nous les 
designerons par/, et/2. L'intensite est alors inversement proportion- 
nelle k la valeur absolue de 

(po-/i)(po-/i). 
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L'intensiteestinfinie aux points po =/j elp© =/2.Cesdeux poinlssont 
les foyers du rayon. 

Quant a cc qui concerne la phase, il faut remarquer que, d*apres les 

expressions (2/1), (26) el (26), cetle phase varie brusquenient de - 

au moment oil le point o traverse Tun des foyers. 

II est a peine necessaire d'observer que la refraction de la lumiere 
pent donner lieu a une etude analogue a celle que nous avons faite sur 
la reflexion. 



SUR LE 

CHANGEMENT DE VARIABLES 

(suite), 

Par M. E. MARCHAND, 

PROFBSSEUR AU LVCGE DE CARCASSONNE. 



CHAPITRE III. 

• 

35. La formule g^nerale relative au changement de la variable inde- 
pendanle s'est presentee comme application immediate de la serie de 
Taylor. 

Cauchy, par ses eelebres Memoires sur les inlegrales definies prises 
cntre des limites imaginaires, a montre que cette serie decoulait natu** 
rellement des deux formules 

•'^ 'xiizj 5 — J?' 1.2. ..n iiTiJ {z — ;r)'»-^' 



II est certain que ces integrates remarquables contiennent tous les 
resultats qui precedent. Je Tetablirai d'abord rapidemcnt (premiere 
Parlie) en retrouvant les formules qui out servi de point de depart. 

II y a plus. Toute formule de Calcul integral est susceptible de nom- 
breuses transformations dont il faut savoir profiter. Cest ce que j'ai 
surtout essaye de faire dans ce Cbapitre en me pla^ant successivement 
a deux points de vue differents, Tun general (deuxieme Partie), I'autre 
plus parliculier (troisieme Partie). 

Comme il ne s'agit ici que de ces integrales prises le long d'un con- 
tour C, auxquelles on n'ose pas d'ordinaire appliquer couramment les 
methodes classiques de TAnalyse, je me suis cru autorise a donner au 
calcul tout le developpement qu'il comporte. 
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remarquant que, pour x = Xf^^ on a 

ce qu'on indique par la notation (u — u^) 



1.2. . ./? ( 1,2. . ./> 



d'apres le lemme du n^ 3. Ici encore, il faut tenir eomple de ce que 
I (w — u^y]'^^ doit etre considere comme coefficient constant. 



1.2. . ./>( *-^ ' •* 1.2. . . 



I.2.../> I.2.../>( I.2.../> 

Le coefficient de (j? ■— ^o)""** c'est-a-dire le residu, sera 



1 . 2 . . ./> 1 , 2 . . . ( W — I ) 

Nous retrouvons la formule du debut 

37. Dans le cas de deux variables independantes, on a 

d'^z 1 . 2 . . . 0e . I • 2 . . . P r r zda^dy 

Imaginons d'abord :; exprime en u et (^ 



I V^'v 



* \*^*^/o 



Ici ^» 5^' ' " ^^"^ ^^^ nombres; w et v peuvent etre consideres comme 
des fonctions de a? et y 

l«^.../> l..!S... >A 

w^iiR. <fe /'ic. Normale, 3* Surie. Tome III. — Octobre 1886. 44 
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Le long des deux contours fermes C et C i\e lerme donnera sim- 
plement 



'-'— ^- — ' ' '—o[{^'-uo)H^-^^ovyx^' 



— Att' ► 



1.2...). 1.2. ..JUL 1.2. ..a 1.2. ..(3 

On a done, en sinnpliiiant et retablissant , x^\ ^ 



<^) ;d^.=2T:i^ T:^t(«-"»)^<«-^'')'^3-U 



rfw> r/i'l^ 



DEUXifiME PARTIE. 

38. Je viens de rappeler que, si Ton prend les notations habi- 
tuelles x^y, y = /(^)» on trouve 



d'\y ___ i.2...(/i — i) r f{x) 



ou, en employant Tintegration par parties, 

r nx)dx ^ 1 r j{x) 1 _^j_ r df{x) 

D'apres une reinarque deja faite, si /(x) est holomorphe a rinterieur 
du contour C, 

d'aulre part, on sail que, meme si x n'est pas variable independante, 
On a done, pour le changement de variable 

a; = <p(w), x^=c^{(x), 

la formule 

^ ' dx'^ 2ni Jc[?i^) — 9(°^)V' 

Posant 

li — 0L=:i /i; d'oii du = dhy 
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on a a etTectuer 

Reprenant les notations habituelles, 

^"r 1.2... (/I — I) r( , h „ \(. , A^ „ \-"» 

Le contour C etant ferme, il suffira de calculer le coetBcient A de hr^ 
et d'ecrire 

^ = I.2...(/l-l)A. 

39. Premiere methode. — On pent essayer de calculer direclement A. 
En multipliant par A" la quantite sous le signe /, on pent ecrire 



d''r 
di 



^=i.2...(/i-i)r/4--^7'-4-...Ua;'4-— ^'^-^...j , 



a condition de ne prendre dans le second membre que le coefficient du 
terme en A""*. 

Exemple 1 : 



dw^ 



V I' 1. 2*^ /\ 1.2 1.2.3 / 



Puisqu'il faut calculer le terme en A^, il sutBt de se borner dans 
chaque parenthese aux termes en h^. Reduisant 

1.2 '^ .r'* 

1 \ I 1.2/ "^ X^^ 



if 3 , , ^ 3.4 , ,^"»\ 

•^ \ 1.2.3 1.2 4 / 



x'^ 



on obtient la formule connue 



d^y _ x' (x' y'^ — y' x'^ ) -{- 3x" (y' x' — x' y") 
dx^ " x'^ 
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Exemple II : 



X -=-, u} x' H x" -\- . . ,^=:2U-\' h, 

I .2 



II vient alors 



d 



^ = 1.2. . .(/I - I) (^y-H y 7\ . . j (2 W -t- /i)-'' 

= I.2...(n~l)(^y+^/...)[^(2//)--^(2./)-«-'/l...j, 



/» = /! 



dx'^ '^ Zj 1.2. ..(/? — I) I.2...(/i— /7) ^ ^ -^ • 

Le coefficient est sous forme de produit de facteurs. 

Expression generale des coefficients. — Je rappellerai les resultats 
suivants : 

r» (a -\'X)-P^=za-P— ^ a-P-^ x -\- . . . 

I 

4- (— i)*^-^-^- ^— ' a-P *J7«4-. .., 

1.2. . .a 

a? < a; a elanl un entier positif pouvant s'annuler, 

570=1, Po=i; 



(a -f- xyp = ^{- i)« 1^^ «-P-«.r^ 



2« 



(a -t. ft -H ... 4- /)-/» = y (- i)« 5^77^ a-P-^^b 4- c -h . . . 4- /)' 



Zr ^ Pp-.Ps...Px ' 



P-iPp 

P-t-y-h. . .4-X=:a; 



\ 1.2 1.2.3 / 

"Z^ ^ P,..Pp...Pxa^«pP...pf 

(34-/4-. ..-+-X = a. 

Si Ton veut avoir seulement le coefficient de A""*, il faudra donner 
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a ^, y. • . . > ^ des valeurs lelles que 

el, pour chaque valeur de a qu'on en deduit par 

a=:(3 4-y-i-.. .4-X, 



calculer 



( ,\^ Pp-14-a 



P^.,Pp...P, pP...pX 

On arrive a cette regie 



- v(«) 



(^')P...(X(*))> 



/i-t-a ' 



''""Z^ ^ Pp...PxP§...Pi. (^') 
a, ^, , • . , X etant des entiers posilifs tels que 

^ -\- 2y -{- . , , -h {k — 1)1 =z n — p, 
(3 4- y 4- 4- >. = a. 

On (leterminera d'abord les systemes de valeurs de p, y, . . . , X satis- 
faisant a la premiere equation; on en deduira a et, par suite, le coef- 
ficient de A^. 

40. Deuxieme mdthode. — En posant 

F(/l)=(/4-^7^..)(/^^'+-J^x^..)'^ 



on a 



c 

A etant le residu par rapport a A de F(A). Or on sait que 

F(A)=^-H...4-^4-o(A), 
/i^ F(A) = A„4- A„_i A 4-. . . 4- AA«-» 4- /i« 9(/0- 
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11 (levient evident que 

/UN / N* {d'-[[h"F{f,)] 
.(H) i.2...(«-i)A= b.,„-, ' 

On peut ecrire ainsi cette formule, deja signalee (19), 






d. 



Pour developper le calcul, je poserai 



I ^ 1.2 



On a 








d'^-^i,. 


f/V) 




dW' 


-1 


Mais ici on a 




(lone 








di*\ 

— / 


cVt 



= u 






dhP '-' ^r^i.?/^ ^i^* ^^ ^ 1.2.../?^^ e^i^'/^ 

Comme il faut faire A = o dans le resultat, les quantites (-^-7) 
se ealculent sans peine 



/t=0 



_L_. (^) = (_ ,/»(»4-.).. .(/> + /-.) 
1.2.../ \ at^' / /,=o 1 , 2 ... £ ^ 

— ^ '^ 1.2.../ a?"*-^'* 

D'aulre part, (p^y^^ etant la derivee d'ordre/? d'un produit de q fac- 
teurs 

( ^)(/» =y 1.2. ..p ^^^^^^ ^^pj ^ ^ ^^^^j ^^^^^ 

Or on sait que 

/^(a-t-i) 

done on a 

^ 1 . 2 . . . a . . . 1 . 2 . . . X ( a 4- 1) . . . (X -t- 1 ) 

a H- P -h . . . -H X = />. 
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D'aillcurs, par suite de I'liypothfese 

OL, ^, . . . , X sont q entiers positifs non nuls. 
En resume, nous arrivons a 

^ ' 1.2.../? x'^'^P ' 

iU ' oc-f-i > • • 1 X+i 
a 4- 3 -h. . .-hXi=/>, 

a, ^, . . . , X etani ^ entiers positifs non nuls. 
Le calcul de V^ pent etre presente ainsi 

^ ' I.2.../> X'^'-^P ' 

Or (i^yp^ contient un seul facteur f^^^; (f^^y^^ contient deux facteurs c^*^ 
dans chacun de ses termes; ({^^y^^ en contient 3, — Si alors on forme 

(^'l-^p,^-...-^p^)^ 

qu'on multiplie les termes qui ne contiennent qu'un facteur par 
T^i ' ceux qui en contiennent deux par —^ — - -j^ > • • • , et qu'on 

remplace ^'*^ par , on aura le developpement. 

On est conduit a la regie suivante : 
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On (leveloppera la puissance (n — ly*""" et Ton remplacera (y,)" par 

yw (^y Y oar ;• Par cetle subslitution, tous les lermes qui 

se (leduisenl les uns dcs aiitres par la permutation des indices infe- 
rieurs i , a, . . . , w — i des quantites {^ deviennent identiques; il sutfira 

d'en calculer un seul 

p 

Pa...Px *• •^' 

et de multiplier non par leur nombre, mais par le facteur 

_ /t(/i-hi)...(n-4-/? — i) 

" 1 , 2 . . . /> 

p elant le nombre des facleurs v differenls. 
Exemple : 

Terme ne contenant ni r, ni v.^ : 






Termes contenant un seul facteur v : 

Terme contenant deux facleurs r differents : 
on a done 

2 ; (.r' 



3.4 V.r" 

2 r 



1.2 " \ "2 / (cT')* 

On retrouve bien, en reduisant au meme denominateur, 



/\s 



^/a-» ( a-' ) 

L'analogie avec le developpement de la puissance d'un polynome est 
completement mise en evidence. On est en droit d'affirmer que le 
calculest du meme ordre de difficulle. 
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41. S*il ne s*agissait que de cafculer les coefficients numeriques de 

I'expression de -j^ en fonction de x\ x'\ .^.^y^y^ ... ou d'etablir 

la parente avec la formule du binome, il n'y aurait plus rien a ajouter. 
Mais on serait tente de reprocher a la premiere melhode d'exiger la 
resolution des equations 

et a la deuxieme methode de forcer a calculer avec les quantites ^, sauf 

a remplacer ulterieurement v^ par —i r, v.^ par -^> • • • , ce qui empeche 

de faire, dans un exemple parliculier, les reductions qui pourraient 
abreger le calcul. 

II est heureux que, grace aux nombreuses transformations auxquelles 
pent se preter une integrale, la formule puisseacquerir beaucoup d'ex- 
pressions distinctes. Je me bornerai a en indiquer une. Je pourrais 
partir.successivement de la premiere methode et de la deuxieme me- 
thode, ce qui etablirait nettement le lien necessaire qui doit permettre 
de passer de Tune a I'autre. Je ne transcrirai cependant qu'une seule 
demonslralion, afin de ne pas trop m'attarder dans ces calculs theo- 
riques, et de reserver plus de place aux applications particulieres. 

42. Dans la premiere methode, -j^ se deduit de 

i.2...(/i — i)rj'4--^j''H-...J [•^'^-T^^'-*----] • 

Le calcul consistera a prendre la puissance — n d'une serie entiere. 

S'il ne s'agissait que d'une puissance positive quelconque, le resullat 
s'obtiendrait immediatement. La serie de Taylor, qui a donne 

X "^ Xa ■— ~~' X ""T" X ~T~ • • • • 

I 1.2 

donne aussi 

le point place au-dessus de ^ — a^o signifiant toujours que Ton devra 
remplacer a? par ^r©. 

jinn, de VEc, Normale, 3* Scrie. Tome Ul. — Octobre i886. 4^ 
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D'apres le lemme du n" 3, ceci se reduit a 

Appliquant une reinarque (n® 5) exposce plus haul avec detail, on 
peut aussi ecrire 

On a done, pour une puissance positive, 

[h '\P hP hP-^^ 
.r'-^-^x^-h... =— 1^^ — {xpypu . -Axpyp^'"^-^.... 
1.2 J 1,2, ,.p i.i. . .(/? -M) 

Or : <( Lorsqu'on a forme les puissances enlieres et positives d'une 
M serie ordonnee suivant les puissances croissantes d'une variable .r, 
)) on peut en deduire facilement le developpement d'une puissance 
)) quelconque 

u zz: Ao-H Apr -h Ajor'-I-. . .4- Art j:'* 4- 

» Si Ton designe par B^.n le coefficient de af^ dans le developpement 
» de //"*, on aura 

mBc,,n)A, j^t-(m-i)4- — ...±: ——^——^ J 

1.2 '' L '-^ I.2...(/^ — 2) J 
^-^-^ B(,,,,Ao [^i-(m-3)-f- ^-^ •••- ..2...(,i~3) J 

» ou, en sommant les coefficients places entre parentheses, 

B,„,„,__mB,,.„,\, 1^ _____ J 

■^ 1.2 '^^•"•^^« L i.2...(n-2) J-^-- 

( Traitede Calcul differentiel, par M. J. Bcrtrand, n** 332.) 
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Ici nous avons 



1 .2 1.2. . .(a4- i) 

n __ _ " P(i,p) (/<-l-2)(/t4'3)...(/i+/>) 

1 . 2 O?'"-^* 1 . 2 . . . ( ^ — 2 ) 

.__ .^ //(/l-+-l)...(/t4-/? — I) B(p,p) 
^ ^ 1.2.../; O?''*-^'' ' 



1.2. . ,(/? 4-</) 



RemplaQant ^ par n —/?, on a, pour le coefficieDt de ^—: — ^-r 

I'expression suivante : 



. r n (/t -}- 2) (/i -H 3). . .(2M — )o) I 
L ' 1.2. . .(/I — /?--i) a:''*-*-* 



1 . 2 . . . ( /I — /? -H I ) 

/!(/< + I) (/iH-3)(/i-4-4)...(2/i— /?) 1 (j,»)(/l-/>^») ^ 

1.2 I. 2... (/I—/? — 2) a-''*"*-' I.2...(/i — />-+-2) 

1,2. . .(/I — /?) cr'*""'' 1.2. . .2(/l — />) I 

Je ferai observer en passant que, ayant 



B,„.„= „.Ba,„,Ar' [,.,..;;;,_,) ] +• • •. 



on n'a pas le droit de faire n = o ou n — i . 
On peut voir directement que 

B(/n,o) = AJ*, B(;„,,)= Y AJ*"*Ai,- 

et il en resulte que, pour generaliser la formule, il n'y a qu'a adopter 
les conventions 

^, . (m -Hi). . .(m 4- /j) 1.2. . .(m -t- /i) 

I . 2 . . . /i 1 . 2 ... 771 . 1 . 2 ... /I 

N(o, m)=i si m>o, N(w, o)=:i si /i >o. 

» Si m ou /i est negalif, N(n, m) = o, lors meme que Tautre quan- 
» tite serait nulle {Algebre superieurey par J.-A. Serret). )> 
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Remarque. — Nous avons demontre au dehut de ce travail qu'on a 

On aurait done une expression algebrique dcs coefficients du chan- 
gement de la variable independante, qui n'exige plus la resolution 
d'equations indeterminees 

{3 -}- 2 y 4- . . . = w ~ />, a = ,3 -h •/ 4- . . . . 
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13. Du moment que nous avons obtenu la formule 

\ djc"^ du " ' 1 . 2 ... /I du^'^ ' 

comme consequence de Tintegrale definie, nous pourrions renvoyer 
purement et simplement aux applications faites dans les deux premiers 
Chapitres. 

Mais je liens a bien montrer comment, dans chaque exemple parti- 
culier, on pent transformer directement I'integrale en lui appliquant 
les methodes gencrales que Ton possede actuellement. 

On sail qu'il existe des methodes remarquables pour le cas des frac- 
tions ralionnelles et pour celui des fractions rationnelles de sxnx et 
de cosa*. Je vais en profiler dans cette Iroisieme Parlie. 

Je rappclle ce resultat relalif aux fractions rationnelles 



" f^'^''=fp'' 



V 



BN-N'A = i, 

/iVo=A=«i — NK, 3w,,=:BJC — N'K — V'„ 

(/.-i)V, = AX, — NK„ X, = B.)t,, -N'K, — V',, 



V„_,= A =):.„_, -NK„_„ .3ti„=B£Ki,_,-N'K„_,-V'„_,. 
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» K, K,, ..., Kn_, etant des polynomes completement arbitraires. » 
(Cours d' Analyse de TEcole Poly technique, par M. Ch. Hermite, p. 267- 

268). 

Si Ton integ^e le long d'an contour ferme C, h^ s'annulera, 

V ' 

puisque la fonction ^ est visiblement holomorphe a Tinterieur du 

contour 

Je suppose K = K, = ...^oet B = const.; on a 

Ob.^BOb —i (A. )!:>)', 

n 

Dx,^ = B^y:,--(Xd'^y^- — l_,-(Ax,y 

n {n — i) 

Supposant demontre que 

.DbA. = B*X — f- H h. . .H \ ^ B^-»(A Ob)' 

\n n — I n — fc-hij 

-^[^(7r37)+--]B*-'[A(AX)']'-.... 

les coefficients etant la somme des produits 1 a i, 2 a 2, 3 a 3, ... de 

I I I 

-> > •••> J 5 on a 



;n;;t+, = B*-^'x - f- -+-. . .H \ — \ B*(A.)by4-. . .- iA^!^ 

= B^-^»^— f-4-...H !-r^B*(A;)T;»)'4-.... 

\ /I it — "• A / 

La loi se Irouve demontree, 

U = B«^-5,B«-»(A.)by+5,B«-*[A(A.7by]'--,9,B''-'!A[A(Ai)byyi'-h..., 

^, etant la somme des inverses des n premiers nombres, ^3 la somme 
des produils deux a deux dc ces inverses, etc. 
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> 



D'aulrc pari, remarquant la loi de formation de ces expressions 
( AxV, \A(AdT,y]\ ..., on voitque, si Ton posait 






on aurait 

A[A(AJ-^)']' = S' 



» 



la variable independanle elant une quanlile quelconque w. Par suite, 



A[A(A*)T|'=^[g]. 



Cette loi de formation sera d'ailleursappliquce dans le second exemple, 
ce qui la rendra plus nette a Tesprit. 11 faut evidemment supposer que, 
dans chaque exemple oil Ton applique cette formule, il ait ete possible 

d'exprimer -7-^ en fonction de la variable independante w. 

ii. Premier exemple : 
On a 

d'\y 1 . 2 . . . ( /I — I ) r dy 

On met d'abord en facteur -^, = -^, et le coefficient de -3-^ est 

1 1.2. ..(w — i) r nP-^ I 

a?i* 27r7 J^, 1.2. ..(/> — I) (e"— i)" 

Bien que e" ne soil pas un polynome entier, il est facile d'appliquer 
la formule qui vient d'etre ecrite, 

N = e«— I. 

De Bx\-N'A = i,on tire 

B=iA=-i. 
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On a 
le denominateur de Tintegrale est ramene a 



I 



Tout lerme du numerateur qui contiendra u permettra de diviser le 
denominateur et le numerateur par w; la quantite sous le signe / res- 
tant finie, Tintegrale prise le long du contour ferme C sera nulle. Le 
rcsidu sera fourni par le terme 

done 

f '^ ^ ^ ,^ ' ^ ciu = {^i)n-^ f ^'''^l~y-' du = 2T:i(-ir^PSp^,. 

On retrouve le resultat deja obtenu au n° 17, En effet, on a d'abord 

p=zn 

^d^Y , xV. v-.« dP\ 

a- 



.»_lr=..,...(„_,)^(_,)-p.,_. 



duP 

p=\ 

Or 5/,_, etant la somme des p^bduits /; — i a p— i des inverses des 
(/I — i) premiers nombres, i.2..,(n — 1)^^^< est la somme des pro- 
duils (n — /?) a {n — p) de ces {n — i) premiers nombres. Designant 
par S^ la somme des produits p^^p des n premiers nombres naturels, 
on a 

p = n 

e'est-k-dire 



^=[^-("-)][^-(»-')]-(^-)s^^ 



^d^y \ d 
dx 



mais il faut remarquer que cette formule generale ne donne tous les 
cas particuliers que si Ton adopte quelques conventions speciales 



N 
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siinjjk's. Quel que soil «, si I'on fail /> = /i, on est conduit a ecrire S))_, 
el Ton eonslale direclement que ee coefficient est egal a i. 
II y a plus. Si I'on fail n = o, il vient 

(ietle formule sera exacte si I'on prend les definitions suivanles 

it' y ^* y 

^0 _ , 
:*. , I. 

Co resullat, qui pent parailre etranj]je, nous servira plus loin. 



iT). Deuvivmc exvmple : 



On II 



X = 1/!^. 



p — n 

d" y I .?. . . .(/I — i) /' dy i.2...(/i — V' Ap v '' 



/ dy __ 1 .2. . .(/* — i)^ Ap V '' 



p- I 



_ r ijp-^ du 



(lelle integrale se ramenera a una autre de la forme 



/' I du _ r Mdu 



H-e) 



Uemarquant que U est un polynome entier, on apergoit que le residu 
lie peut etro produit que par le terme constant de U. 11 s'agit de trouver 
le terme constant. 

I)e Tegalile 

on lire immediateinent 
On a vu que 
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-r ) = --TTT^ et si I'on fait A = w H- Wo» 
il vient 



5« 



p. p. 

D'apres une remarque dejk faite, si Ton pose 



^=/, A^i;, 



on a 



Ici Ton a 

. 1 

A = M 4- Wo = — 7 > 

Comme d'ailleurs 
on a 

p pip I . 2 " /> 

v;j-'= - \pkep=^-^ E(^p^i)k^^c<p-i)x_^_^ 

On oblient done 
Le residu s'obtient des lors a simple vue, 



d'\y _ Y (— 0'*"* 1 . 2 . . . ( /I — 1) 
fix' 
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Je rappellerai d*abord la methode generate dMntegration relative a 
une fonction rationnelle de sin a? et de coScT. 
« On pose 

» De la resulte 

sin^ = y COS.ri=: > 

» de sorle qu'on pent faire 

/(smj?, cosx) = -p^, 

» F(:j) et F, (s) designant des polyndmesentiers en z. » (Cours dWna- 
lyse de r Ecole Poly technique, par M. Hermite, p. Sai.) 
Dans le probleme actuel, je poserai 



on a 



e"' 5, e'V 


i - . 

'*'0 1 


-I -J , 

Qin i r/ -i— // 1 — " 




SlIJ 1 C* "1- C«A 1 . J 




2^0^' 






--J-' 



Le coefficient de -r^ est 

1 .2. . .(/I — i) 2'»-3j«'* /" z'^gP-^du 
1.2. ..(/? — I) 27ri J^ (5 — i)'»[5j5-M]«' 

Je m'cn vais prendre jz comme nouvelle variable. Le contour sera 
choisi de maniere a contenir le seul point critique z = t, la seconde 
racine du denominateur zlz -f- 1 = o lui etant exierieure. 

UP-^du=^(Lz)P-^l—^l;;iLz)P-^—. 

ip-y^ * I z iP ' z 
On arrive done tout naturellement a 

I I.2...(/l — l) 2" . _„ r <5«-*(L5)/'-*t/^ 
27:/ I .2. ..(/? — I) 5j / , . / I \'» 
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Je m'appuierai sur le resultat suivant. On donne la fonctioo ration 
nelle 

» Soil, pour abreger, 

{m,n) = (— i)« ^ ^, 

I . 2 . . . /?l . I . 2 . . . /I 

» les multiplicateurs des facteurs 

I I I 

» seront 

(i3,«) (P,«-i) ^ _(M)_„ 

(Cours d' Analyse de rEcole Poly technique , par M. Hermile, p. 5.) 
Ici 

, I 2 COS //« 

«• z <» 

Si done on pose 

z^-'{Lz)p-' — Ao-+- A, (5 — I) -+- As(c — 1)*-+-. . . -h A«(5 — O'^-h. . ., 

on aura, pour le coefficient de -j^j 

l.2...(/g--l) '^.^_p r (At — f,/l — l)Ao _^ (/g — I,At — 2)Ai 
I .2. . .(/^ — l) 5j I /2COSM0Y"-* /2C0S^y*-** 

ou encore 



4-... 



I .2. . .(^ — l) 



2'»-* COSWJ'*"* 



(n _I,/,-_2)A,5j-' , , (/I — I,0)A,|_, 



2'»-'C0SaJ"~' COS 



o)A;i-r | 



Si maintenant on remplace :;o par sa valeur cosMo-^'sinwo et, par 
suite, sj par cos/>Wo-l-isin/?ao, il est evident, d'apres la nature de la 
question, que le resultat ne doit pas contenir le facteur 1. On est done 



% 
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en droit d'ecrire 

dx"^ ^ '' duP ' 
Cp=(— f)* — 7 ( A„_,(w — i,o)-f-A;,_,(/i — I, i) 

P ^ ' COS'^M 1.2. . .(/) — l) L ^ ' ^ ' 2C0S£/ 

4 , . C0S3W 1 

-h A„-,(/l — I,2)-r r h... L 

/ p:=zn'-'{ik-\-i), 

{ '^ '^ COS^M 1.2. . .(/? — l) L ^ ' '2C0SW 

A / . sin 21/ 1 

4- A„-|(/l — I,2)-r T h... . 

' ' ai cos' M J 

On a, pour les coefficients Ao* A|, ...y 



I . 2 . . • e A 



_V d^{z''-'hP''z) -\ 



Or remarquons que, si Ton avail calcule la formule relative au chan- 
gement de variable a? = e" par la formule 






on aurait ete amene a ce resultat 

S^^I^ etant la somme des produits n—p a n —/> des n— i premiers 
nombres naturels 1,2, . . • , (/i — i). 

L'hypothese 5 = 1 correspondant a Ls = o, on a 

On obtiendra done aisement ce resultat 



.2...£Ae=:iVi[sj:r'-H7('*-0Sjr? 



-4-'-^^;^(^-i)(Ai-2)siir4-...j, 



•£>/>-!, sl^=:(-.)i^n5^, 
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riy etant la sonime des produils [^ a [x des X premiers nombres i, 

^ t • • • y f\ m 

Nous avons, d'ailleurs, remarque (n''44) que Ton doit faire S^, = i. 
Ce fait est tres important ici. Tant que/?>i,comme£^/> — i, Ao n'entre 
pas dans la formule et Sglf^* a son exposant superieur au plus egal a 
son exposant inferieur. Si />=i, il faut conserver Aq el remarquer 
aussi que, dans tous les termes Sg.,, Tindice superieur surpasse de i 
Tindice inferieur; il faut alors pousser jusqu'a S!, et ne conserver que 
ce terme, comme je vais le verifier. 



Application numerique : 






=s 



I" 



~p = i 



n=i D, 



, dPy 
'^ditP' 

d'ou 



k = 2; 



on a 



i^ / \* ' I.2.3.4rA / x A / X COSW . , , C0S2I/ 

(., = (—1)' — i A4(n — 1,0)4- AjC/i — i,i) -+-A,(/i — i,2)-r — 

COS* U I L ^ ' 2 cos // '2' COS* U 

*U ^ 2* cos**/ 



-+-A,(/i-i,3) 



cos 3 

2* COS 



On a d'abord 



i.2.3./iA4=SJ-f-^4S5 



i.2.3A,= S5-h-4Sf 



i.2A,= S;4-^4Si 



^" ' ' 4'3.2.iSi| = i .2.3.48^,, 

I • 2 • d • l| 



3.2. I 
1.2.3 

2.1 
I .2 



4. 3. 28^1 = 1.2. 3. 4S«,, 



4.38^,= 3.481,, 



iA, = 8J-f-^48i. 



48^, 



i — CO CO 

Ao O-l "'-I? 

.\v=i. A, = 4, A, = 6, A, = 4, Ajz=i, 

(4,0) = ., (4,«) = -7, (4,2) = y, (^'^) = -7X3' 

^■'''*' i.a.3.4 



N 
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On a done 

cos* u I cos u 2 cos' u a cos' u 8 cos^ u J 

Cj= ^^ — r^ A3(4, H Aj(4, a)-- r— 

* cos*tt I L acosw ^ ' 'a»cos*w 



On a 



-^- Ai(4, 3)— _4- Ao(4, 4)-T — \- 

^ 'a'cos'w '2*cos*mJ 



i.a.3A3=S5-*^> + -4S}-h— 4.3SS = a-ia-+-36=a6, 

I I • a 

i.2A,= S} H-jASJ = - i-H 8= 7, 

'A, = SJ = I, 

Ao = o, 



■\j — -^) Aj — -» A, = i, 



II vienl done 

^ i r ^ sinu o ^sinaw (^sin3f/l 

Ci= r- — a6o h 3i5 ; io5 =— • 

COS*M L COSM cos*w cos'mJ 

3* ^/?:=3, /i = 5, A: = i, 



c,=- 



I I .a. 3. 4 



cos* li 1.2 
Or 



fi // X A // X cosa . ,, . cosaii 

Av(4,o) 4- Aj(4,i) h A,(4,2)-= r h.. 

L a cos 14 a*cos'M 



.a.3.4A,=:i.2rS*-»-^'-+-^4S}-h^4.3S?l=i.2[ii-3.i6 4-3.24], 

i.2.3A,= i.arS54- Y4Sjl=:i.a[— 3 + ia], 

i.aAj=i.aS^, 

35 
Av= — J \,i=:3, Ai=i, 

12 
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d'oii 



.COS 



.'»• 



c»= 



COS*// L 


^ COS // COS* // 


— /> — 4, 


n 5, /: 0, 


I 

,. 1 


i.2.3.4r4 // M sinw 
..3.3 [^'(^''>^acos// 


' COS*// 



I.2.3A3=I.2.3SJ, Aa=:i, 

losin// 
cos^ // 

^/?:=5, /I in 5, A" 1= O, 

cos*// 1.2.3.4 

1.2.3.4X4=1.2.3.48?, Av=:i, 



3 

I 

* COS*// 



c.= 



II est tres facile mainlenant d'exprimer tout en fonction de sin// et 
de cosu. Le calcul ne presente pas assez d'interet pour que je le tran- 
scrive. On retrouverait le resultat qui se calcule directement 

d^y I flf*y 10 s'lnti d^y 10 cos'// 4- 4^ sin*// /f*^ 

dx'^ COS*// du^ cos*// du'' cos'// du^ 

55 sin//cos-// -+- io5 sin*// d^y 
cos' // du* 

9 cos* // 4- 90 sin' u cos' // -h io5 sin* u dy 

cos* // du 

47 . Quatrieme exemple : 

a? = cos I/. 

Le resultat se deduit iminediatement du precedent. Posanl 



a: = sin 5, B=L //, 

2 



on a 

d 
dO 



"r .-v, ^^r (u*Y"^ d^y (//'Mf"^ d/«>' 

. ii. z=. (uY^^ -^ -h ^ - — 4-. . .4- -^^ — 

W* du 1.2 du^ '' 1. 2... /I du^ 



Comme w = 0, //'= — i, //"= w*'= , . . = o» il ne faut done 

2 
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conserver a chaque coefficient (m^)'"^ que les derivees premieres; il ne 
restera qu*un coefficient 

1 ,2, . ,n 



II vient done 



Alors, puisque 






' dx"" Z^ ^ dOP 



> 



on a 



'^ COS'* 9 L cos^ COS*0 J 

'^ N / /* COS'* 5 L cos© cos' 9 

il en resulle 

'^ '^ sin'*// L sin// sm'// 

-^ cos 4" „ sin 5// 
sin*// sin*// 



sin 3// 
* sin'// 



/> = // — (aA-hOi 



_ (— 1)^^' fp cos// p sin 2// 1 

'^ sm"// L sm// sm'// J 



Le calcul sera le meme que dans le cas precedent. J'indique rapi- 
dement la marche. 

Application numerique : 

d\y 



dx' 



Comme coelficienl de -j^> on a 

du 

p = i, A* = I , 
— I r.j cos// -^ sin2// cos3// 1 

"-: — I — I i>i — : ~H Dj — ;: — Z — — l»8 — '• — « — • • • I » 

Sin*// L sm// sin*// sin'// J 

,. 1.3.82.34 i> i.2.3^/».5i -3 i.2.34'5.6i 

I 1.2 2 I 1.22' 1 1.2.32' 

B,^= — 36, B,zzz4'>» B3 = — 1 5. 
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Lc coefficient de Vr est 

p — 1, k = i, 

m 

.Bo =11, B|=— 3o, B,:^:!"). 

Lntin, pour y^, on a 

/? = 3, /«• = o, 
I r.. cos/H -^ 1.2.3 :\ ., 

. , Bi -; h B, =: I - ~ — b. 

mnui I sinw | i .^ 9. 

On repasserait facilcment de celte expression a 

/Y* >• I d'\y Gcosu (P y 

(h'^ sinW/ du^ sin^w du* 

4 sin* /# -h 1 5 cos' f/ d^y 9 sin' 1/ cos ^/ H- 1 5 cos^ // r/r 



siii®^/ du* sin'// ^/// 

18. Cinquieme exemple : 

x = tang//. 

On a 

r/" >• i.5i...(// — i) /• dy 



L 



d'" 21:1 J,j,^ [tang(// -+- //o) — lang//o I' 

Or on sait que 



, -2 



I-- -' 



z = /?"', lang // =r / 
tang(// -+- //o)T-tang//o— / ^"^^ 



(I -h3o )»(!+-*-;) 



En posant, pour abregep, Tecriture a = -.-,> on voit sans peine que 
le coefficient de -7-7 > qui elait 

I i.2...(/e — i) /' uP'^du 

•i-r.i I, A,. .(/> — i) j,c, [lang(//-+-//o) — lafig//o)T"* 

deviendra 
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Posant 
on a 



Kcrivant, pourabreger, 



(?4-«r'^i^=F(c:), 



on a 



F(0 :- F(.) 4- ^ F(i) + . . .4- -Ji_i^^F--i)(,) 4-. . . ; 

on voit que le coefficient ^-~ devient 

(__,)P(i)«-f-P 1 ii±.fll!lF(/.-i)(,). 

Tout revient au calcul de F^""*^(i); or 

..' . .vv / -V d''(Lt)P /i — 1 , ^, , rf'»-*(Lc)'' 

F "-'■(;)=: (a + 0"-^+-^/i(« 4- O'*--^ ^;;-, -^■•- 

Or nous avons deja remarque que, pour ^ =: i, on a 

df(\J)P 

cn designant par W^ la somme des produits [^ a [i^ des X premiers nom- 
bres naturels. 

D'aulre part, pour ^ = i , on a 



a-f- I = 



-5-f-i 



^0 



dPy 



Le coefficient de ^-^ devient alors, en groupant Ics termes, 
Reinarquant, commeplus baut, que le resultat ne doit pas contcnirc, 





COS//, 


X 


— tang//, 
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on ohtient, en repassant a sinw et cosw, 

<3j = cos pu -h / sin/?//. 
On aura 

1 ° /I -I- /? = 2 X: : 

1)^ — (__ ,)P-^A ^.''-'Ts;:? cos*" u 4- ^^-— ^ /I s«:;-* cos=«-» // ^^ 

(/i — l)(/l — 2) , V o- «-♦ •„ • C0S2// , 

-\-- — -^/i(/i — i)S3l? *cos*'*-*// — ; h... ; 

2'' /I -4-/> = 2X--4- I : 

sin// 



l)^ = -(-i)''-^^2«-''r^^nS2i;-' 



cos"*"* // 



2 

(W — l)(/l — 2) 



I .2 



w(/i-i) s^r* cos*«-=// 51^' +... I 



Application numerique : 

dx^ "Za^ duP ' 

On a 

/? — 4, P=^if n -^ p^5, A = 2 ; 



J),rz-(-i)»2^R4S;cos'//^' 



3-^/ oof « sin2// 3.2.1, ^ ^„ . sin3// 

H 4-3 Sj cos*// ; 1 ;r 4-3.2 SX cos*// -— 

1.2 * 2* 1.2.3 " 2' 

71=: 4, /> = 2, n4-/? = 6, X*=3; 

n, = (-i)«2«rSJcos»//4--4S;cos^//^^^4-— 4.3S;cos«//^^l; 

/I = 4, /?=:3, n-}-p = j, A' =3, 

— {— 0* -4S5 cos^//sini/ L 

// = 4, /? = 4, n-h/>=i8, A- = 4; 

(— i)»20S; COS"//. 
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19. Sixieme exemple : 



J?=:COtM. 



II me semble inutile dMnsister a nouveau sur les remarques presque 
evidenles qui ont permis de passer du cas de x = sinu a eelui de 
X = cosM. On aura 






^ duP 



i^ n -^ p =: 2k : 



E,, = (— 1 )*/'^^ 2«-/' [sj:? sin'« a + ^^ ^ /i Sjl?"* sin»«-* // ^^ 



(/Z--l)(/l — 2) xc«-«-a • «« 5 C0S2// 

/I (/I — I ) SJ5_? ' Sin*"-' It — rj— 



1.2 ' ... - 2^ 



— . . . sin*"-* u — H . . . sin*"-* u ? h 

2" 2* 



1 

• • • I • 



2** n -{-p = ik -h.i : 



— (_ i)jp+A-+i a^-pfil L n SJir* sii 



(/I — i)(/i — 2) ^ .«„„... . sin2w 

-f- ^ i\ ^ /i(/i- i)SS:r* sin«"-*/4 — ^ 

• «» > cos3m . ,„ . cosl\ii 1 

— . . . sin*"-* u — r ... sin*"-* // — 7 h . . . . 

2* 2* J 



Application nwnerique : 



s 



rfjT* Zj '^flf//'* 



On a» pour /i = 5, /> = i, n -f-/? = 6, ^ = 3, 



E. = (-i) 



2-»-» 



ifci -10 4kc» • 9 sinw 4-3- ,^ C0S2W 

!* St sin*^w-h -5S! sin'w — 5.4 S* sin*M — - — 

L * I ' 2 1.2 ' 2* 

4»3.2 sinSM 4.3.2.1 cos4^^ 1 

~"7:^^-^-'^^»~i;^"^ 1.2.3.4 ^^^^^"^^J' 



SJ = 1 .2.3.4= 24, SJ =-—1.2.3 =—6, SJ = I.2, SJ=:I. 
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— 24 [2* sin***// — 2^.5 siii*°M — 2'. 5 sin*// cos 2// 4- 5.4 sin 3 w -1- 5 cos4'']« 
Pour n = 5, p= 2y n 4-/; = 7, A = 3, 

'»r^5S5sin^w 



Ki = (— l)*^»-^*2' 



cosw i.3 ^ , ^. . . sin 2// 



i^5.4S} sin'i/ 



1 .2 



4.3.2^ , ^c- . , cos 3// 

o -J . 4 • 3 S? sm' // — ; — 

1.2.3 ' 2' 



85=: 1 .2 -h 1 .3 -h 2.3 =: 1 1, SJ=: — (14-2)^ — 3, 8^ = 1. 

Pour // =: 5, /?= 3, n -h p = 8, ^ = 4» 

!)•= (— 1)«^*2* bjsm*^// 4- -oSi sin'// -^ — 5.4^2 sin'// — = — 

* ^ L * I ^ 2 1.2' 2' 

S J := I . 2 4- I . 3 4- I . 4 4- 2 . 3 -h 2 . 4 -h 3 . 4 = 35, 

SJ=:— (14-24-3)=— G, 

Pour /I = 5, /? = 4» ^ +/> = 9, X- = /|, 



!),= (— I )«+*-H 



t,[45SOs.n'//^'^] 



ss=zi. 



Pour n = 5y p= 5, n 4-/> = 10, X: = 5, 

1)5= (— lyo-^'a^ SJ sin*<>// = — sin»N/. 

Revenanta sin;^ cl a cos^, on obtiendrait le resullat obtcnu par un 
calcul de proclie en proche, 



^'.>'_-.r.: 



r 



dx^ 



= 24 sin* //f — 5 cos*// 4- 10 sin* //cos'// — sin*//] -7- 

a// 



8 sin" // r — 3o cos' // 4- 20 sin* // cos u^ -~- 
^ ^ a//* 

4- 20 sin* //f — 6 cos* // 4- sin* // 1 T^ 
^ ■* atr 

— 2osin'i/cosi/-7-T — sin*^//-j-~- 

dir dir 

50. Seplieme exemple : 

jr =:arcsin//. 

Je ferai d'abord la remarque suivante. Dans le Chapitre If, on a 
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(lemontre que 






Or, si Ton appliquail la methodic que j'utilise presentement, le coefti- 
cient dc -7-^ serail 

dti'' 



Tzi 1.2. .. (X — i)J^{Lu — Lwo)'* 



On a (lone Tidenlite suivante 

I.2...(/^ — i) r {it — u^)^'^ da _ 1^0'' y 

Revenant au probleme actuel, 

.r = arc sin a, u =: sin.r, 

le coetficient de ^-^ sera Tinlegrale 

I i.'2...(n — i) r d{u — ^^o)'' _ ' C'^ — 0« /V/(sin.r — sinct„)^' 
'W.i 1.2... J? J^ (.r — jCqY^ 2Tr/ pi J^. (./• — . ro)" 

II a deja souvent ete remarque que rien n'empeche de changer la 
variable sous le signe /. J'emploierai encore la formule 






Zz^ze'^, sin J7 = r-> ./•:=— iLc. 

'2Zl 



Substituant, on obtiendra 



j__ 1.2 ... (71-1) (ir-p I ;ji[(----o) (-0-^^) 1 ^^^ 

TZi 1.2. . .(/> — !)/? {2Zo)P^ (Lz — LZo)" 



Si Ton pose 



rf. ='''<^'' 



on esl rameiie au calcul suivant : 



F(5)=:F(-,)+l— ^F(5,)+.... 
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II s'agit d'obtenip un certain nombre de lermes de la forme 



2 711 l.2...(/> — i)p {'1Zq)P 



F^-'^(:?o) r (z-z,Y-'d : 
1.2. ..(X — i)X (Lz — Lzff)" 



ou encore, d'apres la remarque initiale, 

1 i.2...(/i — 1) (0"^/' Ft>-->H^o) 2 7r/ A>'0^ _y 

27:« I.2...(/> — l)/> (2^0)'' 1.2. ..(X — l) I .2. . .(/I — - l) >. "*" 
//I— /> -X— 1> 

Revenantau developpement de P^~*^(5o), on a a efTectuer cc calcui 

Comme il faudra faire s = s^, on ne peut prendre que la vaIeura = /^ 

On voit d*abord qu'il est necessaire que X soil au moins egal a p. II 
reste a calculer 

l = n 

Or on a 

ZZo-^l \P_ ^ !h .;,-, I P(P-I) .p., I 

'-^ I ^° 5^ 1.2 ^'^ ? 

II serai t facile de prendre la derivee d'ordre X — /> de cette expression, 
et, en remplacjant z© par cosa?o-+-esinx^ et sj par cosixa7j^-l-isin(jLirp, 
on obtiendrait (en ne conservant que la partie reelle), une expression 

algebrique generate du coefficient ^~' Cette formule theorique me 

paraissant presque inapplicable, je ne la developperai pas. Je me bor- 
nerai a faire le calcui dans le cas de x = arc tangu, ce qui montrera 
clairement ce quMI resterait a faire ici« 
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5 1 . Huitieme exemple : 

ac^iz arc tang w. 



Le coefficient de -5-^ sera 

auP 



^^ p. Jr. 



d{u — u^y 



[arc tang£/ — arc langwo]' 



ou encore 



I P;,_, /"r/flangj? — tangcTo]'' 



' p.-t r 

T^^ Pp Jr 



Or 



lang J? — -^i — -J 

Posant e'^^= z. 



I 



II vient 



langx — tang^-, = — a « -. — -:: , 



art Pp ^ ' (5, + ,)/-^^ (L5-L5,)'' 

Posant, pour abreger, 



ds 

le coeflicient cherche sera une somme de termes de la forme 



-.(-0 



Hfo) r 



aTiT ' (-o-mK Py, Px-i J (L5 — Lvo)" 

D'apres la remarque faite dans Texemple precedent, on pent encore 
ecrire 



(-!> 



P,> P). (^oH-i)" 



Resle a developper le calcul de F^^"*^(5q) qui nous permeUra de recon- 
nailre immediatement que X, quantile inferieure ou egalc a n, n'esi 

Ann, de i*Ec. Normale, 3' Serie. Tome III. — Novembre i88G. |(S 
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jiimais inferieure a/7. En efTet, 

Comme on doit faire ulterieurement 5 =: z^, on ne peul prendre que 
In valeur 0L=p, ce qui n'est evidemment possible que si X>/>. II reste 



c'esl-a-dire 






Revenant a x, 

-3o-+-i e*^o'-hi e-*«^o'4-i 2 ~2cosj;o' 

I I 2e*o' I <»--^o' 

;;o-+-i e--^o'4-i e*"^u'H-i 2^*"' 2 COSJTo 

Supprimanl Tindice de x^ qui est inutile, 

^ ' ' P^_,P^PX-p 2'^-^-/'C0S>-^''^ 

Si maintenant on ne prend que la partie reelle qui doit seule rester 
dans le resultat, il vient 

i" n -+-/> = 2k : 

X=/» 
X=p 
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Application nwnerique : 

En faisant successivement X = i , X = 2, X = 3, X = 4. on a : 
1" Pour /I = 4» P = N w -^p = 5y k= 2, 

). = I X — /> = o, sino=:o, 

2' Pol*tPi cos'j: cos*./- 

^ a* P, PoPj cos*.r cos*./- 

^ , ... sin3j: . sin3.r 

>=4 — A*o* -— =— 24 jr—; 

COS*d? cos*;r 

2** Pour n = \, p = 2, n 4-/> = 6, ^ = 3, 

2* P. I I 

^ 2' PiPjPo COS* a: ^COS*;r 

^ 2* P, ., . cosj: ^^ cos.r 

A = 3 -7 r> r> ■» ^ O* i— =: 2.36 =— , 

2*P, P, 1*1 COS* J? cos*j: 

^ , Ps At . C0S2J: «^C0S2J~ 

/ = 4 — fr-rrrr^ o* r— =— 36 r— ; 

P, PjP, cos' or cos*.r ' 

3° Pour w = 4f /» = 3, n +p = -y, ^ = 3, 

> = 3 sino = o, 

■k=^ (_,).^^A*o»iiH£.=i.iiii^; 

^ ' P,P,P, COS'^ COS' J-' 

4" Pour /I = 4, ^ = 4, n -^p = 8, 

>. = 4 (- I)' o n'p ^*o* —V- = — T— 

^ PjP^Po cos' a: COS'j: 

52. Neuvieme exemple : 

a: = arc cos n ou a: = arc col u. 

La methode elant la meme dans les deux cas, je ferai le raison 

ncment en partant de 

^zizarccoiM. 

On a 

xr=: arclangM. 

2 



38o 
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on i\ 



ou encore 



.r,=:arclangw. 



.V ^= 



— JTi, 

2 



Nous avons calcule dans Texemple precedent les coefficients G, tels 
que 






dui* 



Gp etant exprime en fonction des sinus et des cosinus des multiples 
de ^,. 

Or nous avons demontre, pour passer du cas du sinus a ceiui du 
cosinus (n® i7), que 



dx^l ^ ^ dx" 



On aura done actuellement 



d'*y 
dx 



;r = (-,)»^G, 



« 

dill" 



II faudra loutefois prendre la precaulion de remplacer x par- — x 
dans I'expression ecrite plus liaut (n^ 51) des coefficients G„. 



RESUME. 



.53. La formule du changement de variable independante peul etre 
soit mise sous forme de determinant, soit developpee sans lerme 
inutile. 

y — f{x\ x = 9(tt): 



o 



1 d"' y 



1 ,2, . .ni dx"* 



{xy^) (^*)(») ... (.r'"-»)»» ri»; 



{xY'") (x^Y"*'i ... (.r'"-')''") >'('") 



.1.2.1.2.3..,! 2 . . . m ( J"' ) 



!4-l-»-... ^//i 
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S!' 






p-n 



p = l 



.2. . .(/? — l) 



7 



(p) 



A 






(.r'')?...(^(*))>' 



'\«-«-a 



'p...rxi'5...i'A. (*^ ) 
(3-i-2y4-...H-(/: — l)X=::/l— /?, 
|3 -+- y -h . . . -1- X — a. 

Si 9(w) est une des fonctions usuelles w^, e^, Lw, sin a. Ituigw, 
arc sin w, arctangw, on possede des formules qui peuvenl elre compli- 
quees, mais qui ne conliennent que des coefficients numeriques a 
expression generale connuc. 

d'^Y V I l^iP"'-^ dPy 
dx'' Zrfji'* 1.2.../? diif' 



P=i 



7? X = ef* : 



' dx--^\du ^"^ ^\\_du ^ ^^Y"\du 'Jdii' 



3« jr= Lu : 



d'y V A'^o" dPy 

— — zn \ uP '— ' 

dx'* ^ 1.2.../? duP ' 

/; = ! 



4" 07= sinw : 



dx'' Zd ^ duP 

;> = ! 



Poui'/> = n — 2^:, 



*-=E^feh-(''-'« 



Pour/? = n — (2k -h i), 



)-f- A„_,(/i — I, I) 



cos ^/ 

2 cos ^/ 



. , . C0S2W 

^ ^2' cos* // 



(-_,)A+i P r sin// . . . sni2// 

^ cos'*// P;,-i L 2COS// ^ '2'COS-// 

/ N« 1.2.3. ,,{n — i-\-q) 
^ ' ' ^ 1.2.. ,{n — i) I *2. . .7 
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Pour t^p — I, 

. .s.. . .£ As- iVi[^Eir -+- jC'^ - Self 7^ ^4=^ 

llx= 2] (les produils pi a [x de i, 2, .. ., X; 
5° X = tang^ : 






Pour n '^p = nk. 



Dp — (— l)A'-^^2«-'' SJif cos"» // -+- 



[s«:f 



/I — I 



nSSl^-'cos*"-*!/ 



cos// 



(/I — i)(/i — 2) 



1 .2 



n ( /I — I ) S Ji;-* COS*" -» M 



cos 21/ 



1 



Pour n -h/? = 2^4-1, 



!),.==(- 



^;h-^+, 2„_p r^Y"^ lS«ir' COS»«-« M ?i^ 

(/I — l)(/l — 2) 



I .2 



/i(/i — i)S3:?'«cos*» 



, sin2i/ n 



6® ir = arc sin 7/ : 



d'^y V^ dPy 



p = n 



/ — sinj^y** / — cosarV'! 

. _Y^ (cosj?)^ \ 1.2 J \ 1.2.3 / 

/» n ▼ [.2.../C . , . 

^ I.2.../I1 1. 2... /I, 1. 2... 7/3 



I .2. . .a J 



1 .2. . ./r< 






•7^ .r = arctangii : 



f/«7_ 



x^ 



e/j?' 




= > G 
x=t 



* 

duf 
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Pour n -i-p = sk. 



X = n 






x=. 



Pour n 4-/> = 2* 4- r, 

''"Z^ ^ 2^ P^-,PpPx-/ cos>-/'^ 

J'ai demonire ires simplement que les cas de x = cosi/, x = co{u, 
ainsi que ceux de x = arc cosw, ^r = arc coti/ rcntraient dans les cas 
precedents. 

Tous les resullats annonces elant obtenus par application direcle 
et systemalique des formules generales, je me bornerai a quelques 
observations generales avant de terminer ce Irop long travail. 

54. Avant d'aller plus loin, je ferai remarquer que, si Ton remplace 
X et // par les expressions plus generales ax-hb el cu -h rf, les resultats 
precedents ne sont pas sensiblement changes. Toute explication vraie 
pour le premier cas subsiste pour le second. Celte observation est tel- 
lement evidente que je me bornerai a I'appliquer, sans en prevenir, 
quand Toccasion s'en presentera. 

55. Le changement de la variable independante peut etre employe 
en Analyse pour ramener certaines equations diflerentielles a d'aulres 
plus simples. 

Pour fixer les idees, je suppose qu'on veuille trouver des equations 
difTerentielles se ramenant aux equations lineaires a coefficients con- 
stants. Afin de decouvrir le caractere particulier presente par de 
pareilles equations, j'imaginerai que Ton veuille inversement repasser 
de Tequation a coefficients constants a Tequation a coefficients va- 
riables. 

On part done de 

Ao, A,, . . ., A„ etant des nombres arbitraires. 
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Si Ton elTectuc la subslilulion 
on a, en posanl, pour abreger, — ; = bnp, 

(P^y , fly , ^d-y , „d'^y 

On arrivera a 

O/i "^^ Ao t'/ip ~H A I Ofi^i^ p -+-...-+- Afi—pOpp» 

Les quantites A etant arbilraires, il est facile de voir qu'on peut en 
disposer de maniere a donner aux coefficients B des valeurs quel- 
conques. 

Par suile, toutc equation de la forme 

pourra eire ramenee a une equation lineaire a coefficients constants 
par la substitution inverse 

On reti ouve un resultat ties connu qui s'enonce ordinairement ainsi. 
Designant par A|, A^, ..., A^ des constantes, I'equation lineaire 

d'^y A, rf«-»v A„ 

dx** ax -{- b dx'^-^ '" {ax -\- b)'^*^ 

se ramene a la forme a coefficients constants par la substitution 

56. Cette propriete, tres simple, tient done a la forme particuliere 
que prend la formule du changement de variable poura? = Lw; tons 
les auires cbangements simples x = w^, . . . sont visiblement incapables 
de donner le meme resultat. Us ne pourront ramener a avoir ses coef- 
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ficients constants qu'une equation Hneaire salisfaisant a deux condi- 
tions. Premierement elle doit rentrer dans un lype donne. Deuxieme- 
ment ses coefficients numeriques doivent verifier cerfaines equoiions 
bien delerminees. 

Par exemple, on a trouv6 

II en resulte que Texpression generale des equations qui se ramenent 
a Tequation lineaire a coefficients constants par la substitution 

est 

b„n* ... elant des nombres dont nous avons trouve Texpression gene- 
rale; Xq, X,, ... etant n quanliles arbilraires. 

Si done on a commence par mettre partout en evidence ix-j-y 

\^^ -j^y ""> (^';r4 )' ^^ coefficient de (^^-r) sert a determiner a; 
les coeftlcienls de —;^ dans les multiplicateurs de iaf*-^ . ^^:, j> •••. 
i^'^-T^ty {^'T'j doivent prendre des valeurs numeriques detorminecs, 
quand on aura pris arbitrairement le coefficient de -rTTji ( '^ t^tt ) ' ^ 

maintenant on choisit arbitrairement le coefficient de -rr-nn dans un 

seul des (/I — x) termes qui conliennent cetle quantile, Irs coefliciehls 
seront determines dans les (n — 2) aulres termes. Continuant ainsi, 
on verrait qu'on ne peut prendre, une fois (x determine, que n coef- 
ficients arbitraires, un pour -^^ un pour t^n-D^ ' '"' ^^ ^"fi" "^^ 

pour ^. 

Cbacun des autres changements simples x= e^^ x = sin//, . . . four- 

yin/i, de VKc. Normale, 3*Serie. Tome lU.— NpvEXBRB 1886. 49 
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niri)it immediatement iid calcul analogue. II est d'ailleurs inutile de 
recrire sous une autre forme des resultats connus. 

57. 11 semble, au premier abord, que la question n'ait guere avanee. 
Mois, wsi Ton reflechit au resultat precedent, on s'aperQoitqu*on agagne 
de ne plus elre tenle d'essayer les substitutions elementaires indiquees 
plus hauj lorsque Tequation ne rentre pas dans un certain type facile 
a reconnaitre. 

II resterait a calculer effeciivement les coefficienls numeriques, rela- 
lils aux chnngements elementaires, pour les valeurs de n les plus 
simples, et a ramener une equation differentielle donnee a une autre 
du memo degre deja eludiee, lineaire ou non. Je laisscrai de cote ce 
calcul, plutot long que difficile, qui n*exige, d'ailleurs, la connaissance 
d'aucun resultat general, en me bornant a un exemple. 

Si Ton a ^ = a, Tequation 

se transformera en une equation lineaire a coefficients constants par la 
substitution 

On verifie facilement que cette equation pent s'ecrire 

en designant par A, B, C trois parametres constants. 

D*une maniere un pen plus generale, on pent dire que Tequation 



Oil A, B, C sont des constantes, se ramenera a Tequation lineaire a coef- 
ficients constants par la substitution 

ti-= {ax -^ b)\^. 

On obtiendrait le meme resultat avec la substitution un peu plus 
generale 

cu -hdzzz (ajc -H b)\^. 
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58. Enfin, si, sans s'occuper des applications, on veut arriver k des 
formules algcbriques, difficiles a verifier directement, rien n'est plus 
facile. 

Je donnerai un seul exemple. 

Nous avons trouve, pour le cas de x = cosii, les resultats suivants 
(n^47) : 

Pour p=:^ m — 2k, 

^ siii'"£/ L sinu sm'tt J 

Pour p = m — (2k -f- x), 

(— O*"^*!"!, cosM , -. sin2// 1 
'^ sni"*w L sin// sin*// J 

L'expression generate des coefficients B a ete donn^e explicitement.* 
Or, si Ton veut trailer le meme changement de variable par le deter- 
minant de Wronski, on oblient d'abord 





dcosu 
d'" cos // 


dcos^u 
<i"» cos- // 


d cos* u 
^/"* cos' u . 


. . <icos"*~*i/ 


* • • 

d"*Y 




e/"» cos*""* u 



I d"' Y 

I .2. . ./W C^J?"* "~" I.I .2. . .1.2. . .w(f/COS//)*"*'*"^-"*""* 

Je rappellerai la formule 

2'»-*cos'*a = cos/iaH — cos(/i — 2)a-i-. . . . 

I ^ 

Remplacant cos^'u par cette valeur, il est evident que par des com- 
binaisons de colonnes on se ramenera a 



dco^u 
d"* cos u 


dC0S2U 

d'^ cos 2 u 


• . • 

• » » 

• . « 


dcos{m — i)u 


dy 

• • 

dmy 


d"^ cos(m — 1)1/ 



I d'"y 

1 .2. . .w dx"* 2*-^'-^--^^'""'^ 1 . 1 .2. , .1 ,2. . , m{d cos uY'*'^^- ' 



-¥-m 



Developpant le determinant suivant les elements de la derniere 



388 



C. MARCHAND. 



SUR LE CHANGEMENT DE VARIABLES. 



colonne, on aura 



(-.) 



m-i-p 



(-^yc.^-T^i 



(cosm)^*^ 



) (W — li 



9. 



I<!a*I«2«0««>I«2 



[cos(m — i)w]^'' 



[cos(w — i)m]<'"J 



(m — i) (— sin i/)*-^*-*---^"* 



On a (lone obtenu explicitcment le developpement de determinanls 
a forme tres symetrique suivant les muUiples de sinu et de cosu. 

59. L'exemple geometrique traite dans la deuxieme Parlie du Cha- 
pilre II (n^* 28 el 29) monlre qu'il y aurait de nombreux developpe- 
nients a obtenir si Ton s*adressait a la tlieorie des courbes gauches et a 
celle des surfaces. Je me borne a le rappeler au souvenir. 

60. Je laisserai de cote lous les developpemenls analogues aux pre- 
cedents qu'il seracit facile de tirer soit de TAnalyse pure, soil de ses 
applications geometriques. 

Le but que je me suis propose me parait alteinl. Non seulement des 
formules generates ont ete indiquoes; mais encore la pluparl d'entre 
dies ont etc appliquees a quelque exemple et toujours le calcul a ete 
fait systematiquement jusqu'au bout. La possibilite d*utiliser les for- 
mules ne pent plus, des lors, etre mlse en doute, et c'est ce que je 
tcnais a elablir. 



SUR LE 



THEORfiME D^EISENSTEIN, 



Par M. F. GOMES TEIXEIRA, 

ANCIEN PROPESSEUR A L*UNIVBRSITB DB CO'lMBRB, PROFESSEUR A l'eCOLB POLTTECHNIQUB 

DB PORTO. 



Extrait d*uno Lettro a M. Hbrmite. 



Permellez que je vous presenle une demonstration du iheoreme 
d*Eisenstein et du theoreme plus general enonce dans ma Lettre 
preeedente. Elle est tres elcmentaire et je serais bien heureux si elle 
meritait votre haute approbation. 

Soil y une fonction algebrique de x definie parl'equation a coeffi- 
Gients entiers 

Si Ton derive cette equation n fois au moven de la formule de 
Leibnitz, on trouve le resultat symbolique 

Ea remarquanl maintenant que les derivees de^o^ d'ordre supe- 
rieur a a sont nuUes, que les derivees d'ordre inferieur h a s'an- 
nulent pour a: = o et que la derivee d'ordre a est i . 2. . . a, il vient 

^A/i(/i - 1) . . . (n - rt + I) (7'');;!.7^= o- 
En appliquant une autre fofs la formule de Leibnitz au |)roduit j^t 
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cette equation mene au resultat symbolique 

»>^ ^x • • • y^ 1 • ^ • * • A 



> Xn{n —i),.,{n — a~hi) \ ^ 

^ LJ 1.2. . . a X 1.2. . . 



oil S represente une somme qui sc rapporte \k toutes les solutions en- 
lieres et positives de Tequation 

et oil le nombre des quantites a, ^, y, . . ., X est egal a b. 

Si I'on separe maintenant dans cette Equation les termes qui con- 
tiennent la derivee y^\ on trouve un resultat de la forme suivante 

> A V -^ ^^-^ ^^^ -f- \ A Vo"'-^^^^ =0; 

^ kji.2...a 1.2. ..p 1. 2.. .A ^ '^ " 1 . 2 ... /I 



d*oii resultc 



S-Si 



.^0 /o 



^ n ^^^^ 1^^ 1 • ^ • . • M I . ^ • • • /k 



I . 2 . . . /{ 



^A^jJ-t 



De cette formule on tire les conclusions suivantes : 

I. Si une fouction, definie d'une manifere quelconque, qui prend 
unevaleur rationnelle jo pour x = o^ satisfait a une equation alge- 

brique a coefficients entiers, le denominateur de — — — ne pent pas 

contenir des facteurs premiers difi*erents de ceux qui entrent dans les 

denominateursde — "^ > — — — — > ••• et de ceux qui entrent 

1. 2. ../I — 1 1. 2. ../I — 2 ^ 

dans le numerateur de\ A6j*"*, et le nombre de ces facteurs est 

par consequent limite. 

II. Le theoreme precedent contient le theor^me d'Eisenstein. Alors 
la fonction y est definie par une s^rie ordonnee suivant les puissances 
dex. 



a ^ 
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d'un 



SYSTEME ^EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 

Par M. L. SAUVAGE, 

PROFESSEUR A LA FACULTB DBS SCIENCES DE MARSEILLE. 



1. Dans son Memoire fondamental sur les equations clifTerenliellcs 
lineaireset homogenes ('), M. Fuchs demontre le theoreme suivant : 

V equation differentieUe lineaire 

d"\Y _ Pi(.r) d'^-\Y Vi{x) d'^'-^y P»«(^) 



r/,r'" jc — adx"'-^ (,r — ay dx"'-* {x — a) 



m 



Xy 



oil lesjonctions P,(a:), P2(^)» ...» Pm(^) sont des fonclions unifonnes 
el continues dans le domaine du point a, admet dans le domaine de ce 
point un systeme fondamenlal d'integrales dont tous les elements restent 
finis pour x = a quand on les a prealablement multiplies par one puis- 
sance convenable de x — a. 

Les integralcs de ce systeme fondamental peuvent etre mises sous la 
forme 

F = [ (po-^- ?i 10S(^ — a) -h. . . ^ ?it[log(a: — a)Y \ {x — ay, 

ou 9o» fit •••» ?/i sont des fonctions uniformes de a? dans le domaine 
du point a, et qui sont infinies d'ordre fmi pour x=^a. M. Thome 
appelle ces fonctions des expressions regulieres; nous adopterons cette 
denomination. 



( ») Journal de Crclle, I. 66, p. lai. Foir la Tlidse de M. Tannery. 
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Le but de ce Memoire est de generaliser le theoreme precedent en 
Tappliquant aux systemes d*equatioDs difTerentielles lineaires de la 
forme 

dv 
(x — x^)-j^ —anXt-^' -^OinVn (1 = 1,2, ...,/l), 

oil les coefficients a sont des fonctions holomorphes dans le domaine 
du point x^. Nous nous proposons de montrer que toutes les solutions 
de ce systeme peuvent etre composees lineaircment avee des expres- 
sions regulieres dans le domaine du point x^. Nous verrons, de plus, 
que ce systeme d*equations n'est pas le seul qui jouisse de cette pro- 
priete importante. 

Pour simpiifier I'ecriture, nous supposerons le point x^ ramene a 
Torigine et nous considererons le systeme 

2. Nous demontrerons d*al)ord que le systeme (i). admet au moins 
une solution dont les elements sont de la forme 

(2) x'-Ox, J:*'"9i, ...» J-'"9«, 

?if ?2» •••« ?A etant des fonctions uniformes et continues dans le 
domaine de Torigine, developpables en series a coefficients constants 
de la forme 



(3) 



\ 9i= 9'0-+- •^9/1 H" ^•- 9/1 -H. ..-+- ^•^91,1.-+-. . . 
) (1 = 1,2, ...,/i;;x = o, 1,2, ...,oc). 



II nous suffira de montrer qu'on pent determiner le nombrc r et les 
coefficients des series (3) de maniere que ces series soient conver- 
gentes et que les expressions (3) satisfassent au systeme d'equa- 
tions (i). 
Posons done 

nous aurons 
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En substiluant dans le systenne propose (f) ces valeurs des fonctions y 
el dc leurs derivees j^y el en divisanl par of, on obtient Ics equations 



(4) 



do,- 



djc 



- = ^/i ?i -+•.•• -+- («//— ^) ?;-+•..• 4- «/•,! ?/I (« =^ I, 2, . . . , /?). 






Posons niainlenant 



i^) 



/ (f = I, 2, . . ., //; A" = I, 2, . . ., /j; JUL = o, I, 2, . . ., oc). 



Les series (5) a eoefficienls constants representent dans un certain 
domainc de Torigine les fonctions Un,. 

Le sjsleme (4) devra elre rendu identique quand on aura reniplace 
les coefficients el les inconnues par les series correspondantes. On aura 
comme premiere condition d'idenlile 



F(/-) = 



a\. — r 



a 



a 



11 


21 



fii 



a 
a 

m 

a 



li 


22 



/• 



«2 



a 
a 

• 

a 



in 


in 



tin 



r 



= o. 



II resulte de la que le nombre rne pourra ctre que Tune des racines 
de Tequation algebrique de degre n 

F{r)=zo. 

Par analogic avec le theoreme de M. Fucbs, nous appellerons cclte 
equation V equation fondamentale determinante relative au point x = o. 

3. Soient r,, r^j, ..., r^ les n racines de ['equation fondamenlale 
determinante, rangeesde maniere qu'aucune des quanlitesrj— r^ — \, 
r., — Ti — I, .. ., r^, — r, — I ne soil nulla ou egale a un enticr posilif. 
Cetle condition sera remplie si les parlies reelles ne vont jamais en 
croissant quand on passe d'une racine a la suivante. La quanlite r, -\- k, 
quelle que soil la valeur du nombre entier et posilif k^ n'annulera 
jamais F(r). 

Ann, de I'Ec, A'ormale. 3' Seric. Tome HI. — Novemdre 1886. -^O 
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Nous allons monlrer que Ton peut determiner des series conver- 
gentes^,, 92, ..., 9,,, lelles que 



./• 



x'.9i, .r't9j, 



r. 



y ^'•?n 



ferment une solution du systeme propose. 

Nous ecrirons r au lieu de r^y avec cette condition que le nombre 
r-+- A: n'annule jamais F(r) pour ^ entier et positif. 

Revenons aux equations (4) oil Ton suppose qu'on a introduit ies 
series (3) et (5). Continuons a identifier los deux membres de chacune 
de ces equations, nous aurons, en egalant Ies coefficients de x*, 









(6) 



-+-af,9,o -f-...4-aa9/o 

(/= 1,2,..., n). 



^in^no 



Ce sysleme d'equations est du premier degre par rapport aux coeffi- 
cients 9<A» ?2A» •• •» 9/iA et permet de Ies determiner en fonctions des 
coefficienls 9 dont le second indice est moindre. En effel, le determi- 
nant des coetficients des inconnues est 



a 
a 

m 

a 



11 


21 



— I'-k 



a 



a 



IS 


ss 



— /• — A 



a 
a 



1/1 




• • • • 



n\ 



a 



nt 



a 



an 



— /• — A- 



= F(r-^k). 



Ce determinant ne pouvant etre annule par aucune valeur du nombre 
en tier et positif^, on pourra determiner de proche en proche Ies coef- 
ficients des series 9. 

4. Demontrons que Ies series 9 obtenues dans le paragrapbe prece- 
dent sont convergenles dans le domaine de Toriginc. 

Appelons p le rayon d'un ccrcle ayant pour centre Toriginc, et dans 
lequel Ies series a soient toules convcrgentes, meme aux points situes 
sur la circonference. On pourra prendre ce nombre p assez petit pour 
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que le module d'un (ernie quelconque afjp^ des series a soil aussi petit 
qu'on le voudra, pourvu qu'on laisse de cote Ics premiers termes, a^j 
pour lesquels (jl = o. 
Ecrivons le systeme (6) sous la forme 

en posant 

Tirons de ces equations la valeur de Tune quelconque des incon- 
nues ^, nous anions 

?** F(r -I- k) = A,Gi -I- A,G,-+-. . .4- A„G,„ 

A|» Aj, ..., A;, represenlant des determinants mineurs du premier 
ordre du determinant Y(r-^-k). 
On pent ecrire cette equation 

Or nous aurons 

H- «?i p'. 9i,A-jp*"'H-. . . -I- «?„p'. 9„,A-iP^~' 



4- af„ p** 9,0 4- . . . -+- «?«p*. 9,,o. 



Un terme quelconque de cette somme est de la forme ^/yp^.^y,* |jlP*"^« 
et (1. sera au moins egal a i . 

Appelons afj et ^y.A-ji l^s modules de afjp^ et de 9^,^-11 p*""*^- Le 
module de G/p^ sera inferieur a la somme 

^«!i^y,*-lJi (1 = 1,2, ...,/i; y = 1, 2, ...,/i; |x = i, 2, . . ., X). 

Mais, pour une valeur donnec de p, et pour (i. > o, les modules aj^ ont 
une valeur maximum a. De plus, pour les valeurs de (jl de i a k. Tune 
des quantites 'ly,*-!! ^^^ P'"s grande que les autres; designons-la par 4'- 
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Le nombre ties U'pniesde lasoinme etant/iX-, le module de la sommeG/O* 
sera inlericur a nkv.]^. 

Appelons maintenanl o,, o^j, ..., S^les modules des determinants A,, 
Ao, . . . , A„, le module de la somme 

sera iuferieur a 

/iAa's[^(oi4- Oj-h. . .-H 3;,). 

Appelons de meme S le module de F(r4-^), on aura pour le 
module '>}>a de 9p^ 






Mais -V est le module <le la fraction rr-^ ' 



Les deux lermes etant du /i""*® degre en ky on pent prendre k assez 
grand pour que, a parlir de cetle valeur de k et pour toutes les valeurs 
(le k plus grandes, le module de la fraction differe de sa limile /, d'une 
quahtile £/ aussi petite qu'on voudra, et que ce module s'approche 
constamment de sa limite quand ^-augmente indefmiment. 

On aura alors, pour celte valeur de k, 

Soit L la plus grande valeur de la parenthese obtenue en prenani 
tons les £ positifs^ on aura 

Ccia pose, on pent prendre p assez petit pour que /laL soit un 
noinbre plus petit que Tunite. En etfet, on pent prendre p assez petit 
pour que a soit rendu aussi petit que Ton voudra. On aura alors, pour 
cette valeur de p et pour toute valeur plus petite, 

p etant un nombi'e plus grand que Tunite. 
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Si, ensuUe, on remplacc k par ^ + i , A -}- 2, . . . , on nc pourra pas 
augmenter la valeur de L, el, par suile, cellc de /laL ou de -• On aura 
done 

VA+A'<-J (A'=:I,2, ...,oc). 

II resulte de la que les modules des termes dcs series 9 seront, a 
parlir d'un certain rang, moindrcs qu'un nombrc determine pour toute 
valeur de x dont le module sera au plus egal a p. Les series 9 seront 
done couvergentes a Tinterieur du cercle de rayon p ayant son cenlre 
a Torigine. 

II est done demontre que le sysleme 

admet au moins une solution dont les elemenls a/9,, ^(p^, ... , a/'9„ 
soientdes expressions regulieres. Nous dirons qu'une telle solution est 
reguliere, II nous reslc a faire voir que le systeme (i) admet n solutions 
regulieres formant un systeme fondamental Aq solutions. II sera ainsi 
prouve que le sysleme (1) n'est satisfait que par des solutions regulieres 
ou par des comhinaisons lineaires et homogenes a coefficients constants 
de ces solutions regulieres , Nous dirons que ces comhinaisons sont aussi 
des solutions regulieres. 

5. Lorsqu'une fonction de la forme 

f = [90-+- ?*'l0ga7 -H. . .-+- (p„(iogx)'»].2'- 

restc finie pour a? = o quand on Ta multipliee par une puissance con- 
venable de x, il y a un cxposant a tel que le produit x'^Y est different 
de zero pour j? = o et n'est infini que comme une fonction 

entiere en log^ et a coefficients constants. En nous servant de I'expres- 
sion de M. Fuclis, nous dirons que la fonction F appartient a Vexpo- 
sant a. 



) 
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Les diverses inlegrales a^»9,, ^'92» •••» ^*^m qui composenl une 
soiutiou du systeme (i; pourront appartenir a des exposants difTerents. 
Nous mcltrons ces exposaats en evidence par la notation 

oil A,, Aj, .... h^ representent des nombres enliers. Mais, pour x = o, 
les fonctions 9,f ^at • . • » 9* seronl /oi£/e5 diflerentes de zero. 

Cependanl plusieurs elements de la solution peuvent etre idenlique- 
ment nuls, et il n\ a pas lieu alors de parler des exposants auxquels 
lis pourraient appartenir. 

6. Soient 

I/, z= x''^^ 9/ ( I = 1 , 2, . . . , /I ) 

les element^ d*une solution reguliere du systeme d'equations y\). 
Supposons que les fonctions ^^^^ soient identiquement nulles pour 
it = 1 , 2, . . . , /I — 5, mais que les fonctions Oi t ^st • • - » 9^ soient toutes 
diflerentes de zero pour a? = o. 

Posons J, = 11,^/ en convenant de remplacer u^^ par af^ et soit, pour 

simplifier I'ecriture, v'= -^- Nous aurons 



XYi = X Uiqi -h X Uiqi 



et, par suite. 



X7,=:a/, — ^,4-...-f- I a// — X— )^/4-...H-a,„ — ^;, (1 = 1, a, . . ., /i). 



Ce systeme d'equations admet la solution 



On a done 



^«4-ik= 9»-i-iv».i = . . . ^= ^,t = o. 



1/1 f/x 

fl,i »-...-+- a,-* — •=. o, 

tii lii 
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En tenant compte de ces relations, nous aurons 

xq\-=z Uii 77 (71— ^i ) -+• . . . -t- «/*-7 (<7*— • 7i ) 

Hi Ui 

-+- ^/, *4-l — — <7'-»-l -+-•••-+- ^in 77" <7/f 
I/; Ui 

Posons maintenant 

f]k—q\^^k (A* = 1,2, .. .,^), 

nous aurons, en retranchant la premiere equation des n — s suivantes : 

xz'f, — («Ai-7^ — «iJ77^ )^i-+--- .-+-(«**— ^77^ ""^»*7" ]^^ 

\ Uk «!/ \ Uk «1 / 

^*,*-»-i «i,<+-i —7— )-*^i-H. . .-+- [akn 77 ^\n--- )^/i» 

M^ Wj / \ Uk til / 
^■5.»4-*' = ^t-hk-'.t Z 5, -H . . . -h I «/4.A', t^k' — ^ 77 1 ^t-^-k' H- . . . -H «*4.A', « 7 5/» 

\ A* — 2y«Jy •••9^^ a" . Iy2y ■••y/i """ 5 j • 

Introduisons maintenant dans le calcul les valeurs 



Nous aurons 



et, par suite, 



UiZ=zX''-*-^iC^i. 



«// <p/ 






^z+if, k = «*-»-A', k 9* ^^ O" ^*+*', k, 77 = «*-hA', k,> 

^s-hk' "s-hk' 
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siiivant les cas, et 



tfs-i-k' 



Le sysleme d'equalions en z deviendra 

H- f «A^-— r — /U- — «^u- — :r^'i-''« Ua-4- . • • 

\ 9a- '91/ 

\ 9^- 9i / 



Changeons encore une fois de variables, et posons 
nous aurons, pour /? = i , 2, . . . , 5, 

^z'p = — hp x-f'p Vp 4- a:-^.+» Vp 

et, pour /> = ^ 4-1,^4-2, ...,w, 

» / 

^^s-\-k — ^^ ^V+** 

Remarquons, en oulre, que, d'apres la maniere dont on calcule les 
series o au n° 3, Tune au moins de ces series est differenle de zero 
pour X = o, de sorte qu'on pent supposer, par exemple, A, nul el h^, 
/13, ....lis positifs. On est ainsi conduit au systenie d'equations 

X (^,. — r- = ttki 7 ail — ^ » ^~ ' i'j -f- . . . 

(^A-A -- /• — hk — ai^. 2i* x''k\x-''i ta- -f- . . . 
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Oil, plus simplement, au systeme 

(7) < + [akk — r — A*— aiit|^ ^^* j r)i 4-...-f- f a^„ ~- — «,„ — ^^ j r«, 

^ A — — Iy2y . m » y S ^ A — ly2y m . , y fl —— S f , 

Pour a; = o, les coefficients Uij se reduisent a des valenrs a^j qui ne 
sont pas toutes nulles. Les series (ff^ se reduisent a des valeurs ^y^o J^nt 
aucune n'est nulle. II en resulte que le systeme (7) est de merne nature 
que le systenfie (i); mais il a une inconnue de moins. 

Ce systeme (7) admet une solution reguliere en ^2, ^3, . . . , ^;,. Par 
suite, le systeme en 



<^ — ^— fw» ■ n 



x'^pVp (/? = 2, 3, . . ., n) 

admet une solution reguliere en z^^ z^, . . . , z^. 

Remontons au systeme en ^,, ^2, ..., q^* Nous aurons d'ai)or(l 

ou, a cause de la solution 

9\ =qt =... = ^, = 1, 

9i ?i 

Le second membre est une expression reguliere. Soit H cette expres- 

H 

sion. —sera de meme une expression reguliere, soit Hf. En integrant 

Tequation q\ = H,, on aura pour q^ une expression regulifere. 
Cela pose, on a 

qk =-*4-^i (A: =1,2, ...,5), 

qs^k' = ^t^ie (/r'=i,2, ...yii—s). 
Ann. de CEc. Pformale, 3* Serie. Tome HI. — D£cp.mbrr 1886. 5 1 
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Posons yi=za^iUi^ et subsliluons ces valeurs dans le sysieme (i), 
nous obliendrons le systeme 



dui ayx — /ij flu a 



In 



••••• » 

• » 

^^ _ ^1 „ , . ftnn—hn 

\ dx - X^n-\^^ Wl -t- . . . -t- ^ ««. 

En posant reciproquement w,==j,a:~\ nous obtiendrons le sys- 
teme (i). 

Le systeme (8) a done toutes ses solutions regulieres. 

On obtient facilement, comme cas particulier du sysieme (8), le 
sysieme 

dui a., -Hi a, J Uin 

dx X ^ x^ ^ x"^ 

du* 



dui 
dx 



= "/-! 



> 



dUn 



e/j7 



in 



W«. 



De ce systeme on deduit facilement 

dx'' "" X dx^'^ "^ "^ ^a:«-« '^' "^^'» "'* 

On voit ainsi que u^ satisfait a une equalion difTerentielle lineaire et 
homogene d'ordre n. 

On peut reciproquement passer de celte equalion difTerentielle au 
systeme d'equalions precedent. Ainsi le theorfeme de M. Fuchs n'est 
qu'un cas particulier du theoreme general que nous avons demontre. 
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9. La question, telle que nous Tavons posee, est resolue. Mais elle 
en entiaine une autre : determiner loutes les formes des syslemes 
d'equations differentielles lineaires et homogenes, pour lesquelles les 
solutions soient toutes regulieres. Nous nous proposons de trailer celte 
seconde Partie dans un autre Memoire. En outre, la question que nous 
venons de traiter donne lieu a plusieurs consequences importantes que 
nous nous proposons d'indiquer ainsi en dehors de ce Memoire. 



Ml^MOIRE 



8UR UNE 



^ X 



TRANSFORMATION GEOMETRIQUE GENERALE 



DONT C!f CAS PARTICULIER 



EST APPLICABLE A LA ClNlfeMATIQUE, 
Par M. Ed. DEWULF, 

COLONEL DU GENIE. 



La theorie des mouvements plans a ele souvent etudiee, lant au 
point de vue geometrique qu*a celui de la cinematique; nous les. 
rattachons ici aux theories de la Geometrie projective. Cetle route 
nouvelle, si nous ne npus trompons, conduit a des consequences qui 
n'ont pas encore etc rencontrees. La pins digne d'interet est celle qui 
permet de construire le lieu geometrique des centres de courbure des 
trajectoires des points d'une courbe au moyen de deux cones faciies a 
definir, 

1. Soient deux plans superposes P el P'; designons les points du 
plan P par M, ceux du plan P' par M'; enfin soil un point fixe 
commun aux deux plans. Nous etabli§son$ la correspondance entre 
les deux plans P et P' de la maifiere suivante : deux points correspon- 
dantsM et M' sontsur une meme droite passant par le point fixe et 
forment sur cette droite deux divisions projectives dont les points 
doubles se confondent en 0. Le point M', qui correspond a un point 
quelconque M, sera cntierement determine si Ton connait sur chaque 
droite issue du point un couple de points correspondants. 

Imaginons une courbe 9,,, d'ordre n^ ayant un point multiple d'ordre 
/I — I au point 0; une droite quelconque issue de coupera 9,, en un 
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seul point M'. Supposons que ce point M' de 9^ corresponde au point M 
situe a rinfini sur la droite OM'. En d'aulres termes, admettons que les 
points [x' de la courbe 9^ correspondent aux points de la droite a rinfmi 
du plan P. 

Nous supposerons d'abord que les langenles en a la courbe 9'^ sont 
reelles et distinctes; les autres cas se deduiront de celui-la. 

2. Considerons une droite quelconque / du plan P et cherchons le 
lieu geomelrique des points du plan P' qui correspondent a ceux de /. 

La droite /coupe ^p',^ en n points, done le lieu cherche (/') coupe la 
droite de I'infini en n points; c'est done une courbe de I'ordre n. Une 
droite quelconque, passant par 0, coupe / en un seul point, auquel 
correspond un seul point du plan P'; done la courbe (/') a un point 
multiple de I'ordre n — i en 0. 

Une des tangentes o a la courbe 9'^ au point coupe / au point fo, 
auquel correspond dans P' un point de la droite o infinimenl voisin 
de 0. Done, les n — i branches de (/') qui passent au point y sont 
tangentes respectivement aux n — i branches de 9),. 

Soit O4 une droite passant par et infiniment voisine d'une tan- 
genie a 9),, elie coupera / au point M,. Nommons M', le point de P' qui 
correspond a M,. Soit, en outre, [x', le point infiniment voisin de oil 
la droite 0| coupe 9',^, on aura, comme Ton sait, 

I I I 

d'oii 

La difference OM, — ofx', est done un infiniment petit du second 
ordre; done, chacune des branches de (Z') qui passe par le point y 
oscule une branche de 9),. 

Ainsi : 

A une droite quelconque I du plan P correspond ^ sur P', une courbe F^, 
d' ordre /?, ayant au point un point multiple d' ordre n — i et chacune 
des brandies de F'„ oscule en une des branches de 9'^,, 

Nous avons vu que, dans la transformation qui nous occupe, a un 
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point quelconque IVl situe sur une dcs tangentes en a 9^ correspond 
toujours un point infiniment voisin dc 0. Cctle remarque nous sera 
frequemment utile dans la suite. 

Une droile / etant donnee, nous connaissons : 1*^ un point d'ordre 

n — I ; 2° 2(n — i) points simples; c'esl-a-dire ^^— — 2 points 

de la courbe F^ qui sont independants de la position particuliere de /. 

Si nous ajoutons a ces --^— — 2 points fixes deux points qui cor- 

respondent a deux des points de /, nous voyons que la courbe F^ est 
entieremenl deierminee. En d'aulres termes : 

All re'seau des droites du plan P correspond, dans P', un reseau de 
courbes d'ordre n. La base de ce reseau est formee par le point 0""* 
d'ordre n — i et les 2(n — i) points simples situes, deux a deux, sur les 
n — I branches de (p^^ et infiniment voisins de 0. 

La correspondance entre les deux plans est biralionnelle et de 
I'ordre n, et les points fondamentaux du plan P' sont 0""* et les 
2(n — 1) points de cp)^ que nous venons de signaler, 

3. Considerons mainlenant la droite a Tinfini du plan P', el cher- 
cbons le point [x de P qui correspond au point a Tinlini de P' situe sur 
une droile o' passant par 0. On sait que o[x = — o[jl', [x' designanl, 
comme plus haut, le point d'interseclion de o' avec (f'^. Done : 

La courbe cp^ qui correspond, dans le plan P, a /a droite a Vinfini de P', 
est une courbe symetrique de la courbe ^), par rapport au point 0. 

Done aussi : 

Les points fondamentaux du plan P sont 0"""* et les 2(71 — i) points 
symetriques par rapport a des points fiyndamentaux simples du 
plan P'. 

Les courbes fondamentales du plan P sont : une courbe de I'ordre 
« — I, ayant en un point multiple de Tordre n-r 2, passant par 
les 2(71 — i) points fondamentaux simples du plan P' et les n — i tan- 
gentes en a ^p^. Les droites fondamentales du plan P' se confondent 
avec celles du plan P. 
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que celte construction legerement modifiee nous conduira a un theo- 
reme remarquable. 

Le probleme a resoudre est celui-ci : 

On donne sur une droite passant par le point 0, oil sont confondus les 
points doubles des divisions projectis^es, le point [x' qui correspond au point 
a Vinfini de la droite et un point quelconque M, il faut construire le 
point M' qui correspond a M. 

Par le point traQons deux droites quelconques, rectangulaires ou 
non, Ox et Oj. Projetons sur 0/ et parallelement a Ox tous les points 




de la division M de OM et soit, par exemple,mla projection du point M. 
Les droilcs Oy et OM portent deux divisions projectives : la division m 
sur Oy et la division M' sur OM. Deux points correspondants de ces 
divisions se confondent au point de I'intersection dedeux droites; 
ces divisions sont done perspectives, et les droites qui joignenl les 
points correspondants m et M' concourent en un meme point. Le 
point [x' de OM correspond au point a I'infiui de Oy\ tragons done la 
parallele a Oy par le point (x', elle coupera Ox au point de concours S. 
En joignani le point S au point m, et en prenant le point dMntersection 
de cette droite et de OM, on obliendra le point M' cherche qui corres- 
pond au point M {Jig. i). 

Ann. de VP.c, NormaU, I* S«rie. Tome III. — D^cembre 1886. 52 
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que la courhe ^'^ porte ks points (x' qui correspondent, dans le plan P', aux 
points de la droite de Vinjlni du plan P, et que la courbe ^„^ porte les 
points M, on suppose que cest la courbe $;„ qui porte les points (x' et que 
la courbe cji\^ porte les points M . 

II suffit, pour demonlrcr ce theoreme, de supposer que le plan -k 
passant par 2 devienne le plan horizontal de projection, que le point 2 
remplace le point et que le point remplace le point 2. Les deux 
cones restent les memesetla projection de leur courbe d'intersection 
est la meme sur les plans horizontaux passant par et par 2. 

Cas particuliers. 

n = I. 

10. Si nous supposons n = i, la courbe 9, est une droite qui ne 
passe pas par le point 0; 9, est une droite parallele a 9', placee syme- 
iriquement par rapport au point (n*^ 3); le lieu geometrique des 
points doubles est une droile parallele a 9', passant par le pointO(n*^5). 
Nous trouvons done ainsi un cas particulier de la transformation homo- 
logique, celui ou le centre d'homologie est un point de Taxe d'homo- 
logie. Cetle transformation est bien connuo; nous ne citerons qu*un des 
theoremes qu'elle etablit : 

Si le centre d'twmologie est un point de raxe d^homologie, la trans- 
formic d'un cercle qui passe par le centre d'homologie est une conique 
osculeepar le cercle en ce point ( * ). 

Nous nous servirons de ce theoreme dans la suite. 

n = 1^ m = J . 

11. Supposons n= 2, la transformation est biquadratique Ce cas 
est particulierement interessant quand la courbe 9^ est un cercle; lous 
les theoremes que nous avons demontres deviennent alors des theo- 
remes de Cinematique. En effet, quand un plan P se deplace sur lui- 



(*) PoNCELET, Proprieties projectiles, p. 172; 1812. 
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meme, le point c'timt le centre instantane de rotation, le centre de 
courbure iM' de la trajectoire d'un point M se trouve sur la droite OM; 
el, pour tous les points M silues sur une meme droite issue de 0, on a 



Les points M et M' ferment done sur cetie droite deux divisions pro- 
jeclives dont les points doubles se confondenl au point (*). De plus, 
le lieu geomelriquo des poinls M' qui correspondent aux poinls de la 
droite de Tinfini est une circonference de cercle qui passe par le centre 
instantane de rotation. Cette circonference a rcQu le nom de circon/e- 
fvnce des centres. 

Nous pouvons done immediatement enoncer les theoreraes suivants : 

I** Quand un plan se deplace sur lui-Tn^me, le lieu g^ometrique des 
centres de courbure des trajectoires des points d'l^ne droite du plan mobile 
est une conique osculee au centre instantane par la circonference des 
centres. 

2^ Le lieu geometrique des points dont les trajectoires ont leur centre de 
courbure a Vinfini est la circonference symetrique de la circonference des 
centres par rapport au centre instantane de rotation (^). 

Celle circonference a reQU le nom de circonference des inflexions, 

3** Le lieu geometrique des points dont les trajectoires ont leurs centres 
de courbure sur une droite donnee est une conique osculde par la circonfe- 
rence des inflexions au centre instantane de rotation. 

4^ Le lieu geometrique des centres de courbure des trajectoires des points 
d*une courbe F,;,, de Vordre /w, est une courbe de I'ordre im avant trois 
points multiples de Vordre m situes sur la circonference des centres et infi- 
niment voisins du centre instantane de rotation, ou, en d^autres termes, 
ayant m branches qui passent au centre instantane oil chacune d'elles est 
osculee par le cercle des centres. 

Nous n'enoncerons pas le theoreme correlatif. Nous laissons egale- 

(*) C HAS LES, G(^om^tric super ieurc, p. 109; 1880. 

(•) Bresse, Sur un thdoremc nouveau, aic. {Journal de I* £cole Poly technique, i853). 
— Mannheim, Construction des centres de courbure, etc. {Journal de r£cole Polj tech- 
nique, XXVU" Cahier). 
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ment de cole les cas particuliers oil F;„ passe par le centre instantane 
el a, en ce point, un contact plus ou moins eleve avec la circonference 
des centres; nous retrouverons ccs cas plus loin. 

5° IjC lieu geometrique des points du plan qui se confondent avec les 
centres de courbure de leurs trajectoires est forme par les deux droites ima- 
ginaires qui joignent le centre instantane aux points circulaires de I' in- 

La conique lieu geometrique des centres de courbure des trajec- 
toires des points d*une droite /est une ellipse, une hyperbole ou une 
parabole, suivant que la droite / ne coupe pas» coupe ou touche la cir- 
conference des inflexions. 

12. Nous allons chercher la loi suivant laquelle varie le rayon de 
courbure des trajectoires des divers points d*une droite passant par le 
centre instantane de rotation. 

Soient 

M un point quelconque de la droite; 

JVr le centre de courbure de sa trajectoire; 

(X le point oil la droite OM coupe le cercle des centres. 

Nous dirons que les longueurs OM, OM' sont positives quand elles 
sont portees dans le nieme sens que 0[x; le rayon de courbure sera 
positif si, en le parcourant depuis le centre de courbure jusqu'au point 
decrivant, on niarche dans le sens positif. 

On a 



I 



OM' OM ^ Ofx 



d'oii 



Posons 



OM-OM'=z--J^^--- 

OMH-OfjL 



OM r:^ X, OM - OM' — r, fx i^ ^, 



(>) Co cas particniier du Ih^or^me du n° 5 a M d6monlr^ par M. Mannheim dans son 
M6moire Sur les surfaces trajectoires, elc. (Journal de Mathe'matiqnes, iSjd). 
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y representera le rayon a de courbure. l/equalion 



4i5 



7 = 



a:' 



X -\-a 



represenle une hyperbole dont une asymptote est perpendiculaire k 0[x 
et coupe cette droite en un point — [x dont la distance au point est 
egale a — 0(ji; le centre, situe sur cette asymptote, a une ordonnee 
egale a — 20[x. La seconde asymptote passe par le point [x {fig. 3). 



Fig. 3. 




L'inspeclion de cette figure montre que, si le point M parcourt Oo?, 
a partir de Torigine et dans le sens positif, le rayon de courbure va 
coostamment en augmentant. Si, au contraire, le point M se dirige, a 
partir de 0, dans le sens oppose a 0[x, le rayon de courbure, conser- 
vantle meme signe que precedemment, augmente d'abord lentement, 
puis de plus en plus rapidement, et atteint une longueur infinie quand 
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0M = — 0[x, c'est-a-dire quand M traverse le cercle des inflexions. 
Le rayon de courbure change alors de signe; sa valeur absolue decroit 
d'abord Ires rapidement a parlir de Tinfini, puis moins rapidement 
jusqu'a ce qu'elle alteigne un minimum, quand OM = — 2OU.; a par- 
lir de ce point, la valeur absolue du rayon de courbure augmenle de 
nouveau jusqu'a ce qu'elle atteigne I'infini. 

Le rayon de courbure a done deux maxima et deux minima : les 
maxima correspondent aux positions du point M a Tinfini et sur le 
cercle des inflexions; les deux minima correspondent au centre 
instantane et a la position du point M sur le cercle qui a pour rayon 
le diamelre du cercle des inflexions, et pour centre le point de ce 
dernier cercle qui est diametralement oppose au centre instantane de 
rotation. Ce cercle est connu sous le nom de cercle de roulement. Nous 
avons ainsi demontre une propriele, nouvelle peut-etre, des points de 
ce cercle. Nous pouvons Tenoncer ainsi : 

Un point qiielconque du cercle de roulement decrit une trajectoire dont 
le rayon de courbure est un minimumy si on le compare a ceux des trajec- 
toires des autres points situes sur la m&me droite issue du centre instantane 
de rotation. 

On pent resumer la marche du point M, celle du point M' correspon- 
dant et celle du rayon de courbure dans le Tableau suivant : 

OM. Ojx'. Rayon de courbure. 

-h 00 Ji -h -4- OjUL a H- -+-00 a 4- O 

-0 k— Ofx —0 a —00 — O i -f-00 

— OjUL h. — aOfx 4-00 k H-aOjUL —00 k — 40fjL 

— 20/jLk— 00 -h aOjUL ^ 4- Ofx — 40fxli-— 00 

13. M. Rivals a demontre, en i853, que les centres de courbure des 
elements simultanement decrits par les divers points d'une droite se 
irouvent sur une courbe du second degre [Memoire de Bresse, S///- 
un theoreme nouveau, etc. {Journal de VEcole Poly technique, i853)]. 
MM. Gilbert et Mannheim, simultanement, ont demontre le meme 
theoreme, en ajoutant que la conique est tangente au cercle des 
centres [Gilbert, Recherches sur les proprietes giometriques des mouve- 
ments plans {Academic royale de Bruxelles, 1 867) ; et Mannheim, Journal 
de I'Ecole Poly technique, XXXVIF Cahier]. 
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Enfin, M. Schell, dans sa Theorie der Bewegungund der KraftCy p. i66, 
1879, enonce encore le meme theoreme sans le preciser davanlage. 

Nous ne croyons pas que personne eut remarque que la conique est 
osculec par le cercle des centres au centre instantane de rotation, 
lorsque nous avons fait connaitre celle propriele (Comptes rendus, 
p. 1092, mai 1881). 

Quoi qu'il en soit, nous designerons a Tavenir sous le nom de conique 
de Rivals d'une droite le lieu geometrique des centres de courbure des 
trajectoires des divers points de cette droite : nous adoptons cette deno- 
mination pour abreger le discours. 

14. Nous Savons que, pour trouver la conique de Rivals d'une droite 
donnee/, il suflit de considerer un cone ayant son sommet en un point 
quelconque 2 de la vertlcale du centre instantane de rotation (le 
plan qui se deplace est suppose borizontal), de projeter la droite /sui- 
vant /' sur le plan horizontal passant par 2, et de prendre la projection 
horizoutale Ca de Tintersection du cone et du plan 0/'. 

La trace horizontale du plan 0/^ est la parallele a la droite / tracee 
par : nommons /, cette parallele. Elle coupe le cercle des centres en 
un point 0' qui appartient a la conique C^, 00' est la corde commune 
a Cj et a son cercle osculateur en 0. Nommons C'^ la conique d'inter- 
section du cone et du plan tO. 

Le diametre conjugue a I passe par le milieu de 00'; les tangentes 
aux extremites de ce diametre sont paralleles a 00': elles sont done les 
intersections avec le plan 0/' des plans tangents au cone dont les traces 
sont paralleles a /. De la resulte la construction indiquee {/ig> 4)- Ce 
diametre se projette sur le plan vertical suivant A'B', et, sur le plan 
horizontal, suivant AB. II est situe dans le plan IDE, sa trace verticaie 
est done le point L'; par suite, le diametre de la conique de Rivals 
conjugue a 00' s'obtient en joignant le pied de la perpendiculaire 
abaissee du point sur / au milieu de 00^ et le centre de cette 
conique est le point 9, milieu de AB. 

Ajoutons que le centre 9 est le milieu du segment AB inlercepte sur 
la droite Lod par les coles de Tangle droit DOE. 

Cherchons maintenant quel est le lieu geometrique des centres des 
coniques de Rivals qui correspondent a des droites paralleles. 

Ann, de VP.e* Normale, 3" Serie. Tome HI. — D£cemdrb 1886. 53 
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Quaad la droite / se deplace parallelemeot a elle-fneme, le <lia- 
inetre Lci> lourne aulour du point tiie <u «t les extremiles du dia- 
inelre AB soDt toujours marquees par les cotes de I'aagle droit DOt). 
Do DC : 



L 
L 




Xc 








5v\ 
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i" Le lifti ^^nurtritfoe ties centres des caniques de Rivais qui corres- 
pontlniU a un SYSiente de droUes ptuvJieles est une Ayperboie equiUUere donl 
les asrntptotes sunt paraUeles d OD el OE. CeltH bvperbole equilaten* 
passe par \es points O el C centre du cercle des ceulres. 

3" Les axes des coniqaes de Rivals qui correspondent a un sysixme tie 
droites paruUeles sont tuus paraUeles entn eux et awr atvmptotes de C hy- 
perbole eifuUaiere, lieu ^^vometrufue de kurs centres. 

Oil pent dire encore i{ue le lieu des points 3 est eugendre de b ina- 
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niere suivante : si Ton Iriice par le point une parallele a coL, cette 
droile sera ia conjuguee harnionique de co^, par rapport aux cotes de 
Tangle droit OD et OE. Pour tracer O9, il faut done d'abord tracer par 
le point une parallele a OL, puis prendre sa conjuguee harmonique 
par rapport a OD et OE; le rayon O9 du faisceau correspondra aussi 
projeclivement au rayon co^ du faisceau od. Cette construction monlre 
que I'hyperbole equilatere passe au point od. Sa tangente en est la 
conjuguee harmonique de Oco par rapport a OD et OE : c'est done la 
tangente en a la circonference des centres. La tangente en co est 
parallele a la tangente en 0. Ainsi, le lieu du point 9 est tangent en 
et en CO a toutes les coniques de Rivals, et en au cercle des centres. 
Le cercle osculateur de I'hyperbole equilatere au centre instantane 
est le cercle decrit sur le rayon du cercle des inflexions, car C et sont 
des points de cette courbe et CO est sa normale en 0. Done ; 

3** Les hyperboles dquiUueres, Ueux des centres des coniques de Rivals qui 
correspondent a un systeme quelconque de droites paralleleSy ont toutes le 
inime cercle osculateur au cercle instantane de rotation. 

Le cercle osculateur ^ Thyperbole equilatere en o) est symetrique du 
cercle osculateur en 0. Done : 

4** Le cercle osculateur en (j) a I'hyperbole equilatere qui correspond a la 
direction I a pour diametre constant CO', et^ quandla direction I vane, son 
centre decrit un cercle concentrique au cercle des centres et de rayon moitie 
moindre. 

Les tangentes a Thyperbole equilatere, qui correspond a la direc- 
tion /, aux points et co, sont paralleles, com/ne nous venons de le 
voir; coO est done un diametre de cette courbe, et le milieu 4* de coO 
est son centre. Done : 

5** Quand la direction de I varie, le centre de I'hyperbole equilatere qui 
correspond a chaque direction parcourt la circonference tangente au cercle 
des centres au centre instantane de rotation et dont le diametre est dgal a 
la moitie du rayon du cercle des centres ( * ) . 



(*) Les th^or^mos i* et 5" du n* 14 sont dus h M. Gilbert {loco citato). 



420 ED. DEWULF. 

15. Passons mainlen.'^nt aux coniques C!, situees sur le cone el donl 
les projections sont les coniques de Uivals. 

Considerons la ronique determinee par le plan O'OI/; son centre 9, 
se trouve aii milieu du segment (AA'), (BB') de la droite qui joint le 
point (o au point I/. Quand la droite /' se deplace parailclement a elle- 
meme, la droite col/ tourne autour du point co dans le plan IDE et le 
centre de la conique C!^ est toujours le milieu du segment intercepte 
sur cette droite par les coles de Tangle DiE. Done : 

Le lieu geometrique des centres des coniques C., doni les projections sont 
les coniques de Rivals qui correspondent a un systeme de droites paralleles 
est une hyperbole. 

Les asymptotes de cette hyperbole sont paralleles aux droites 2D, 
IE, et la courhe passe aux points 2, co et C Cette hyperbole est aussi 
le lieu geometrique des intersections des rayons correspondants des 
deux faisceaux co et 2; le faisceau co est forme des ravons L' le fais- 
ceau I des droites conjuguees harmoniques des paralleles menees par 
i aux droites wf/ par rapport aux droites fixes 2D, 2E; d'oii il 
resulte que les langentes en 2 el en co a I'hyperbole sont paralleles : le 
milieu de la droite lo) est done le centre de cette courbe. Done : 

Le centre de i hyperbole qui correspond a une direction Idecrit le cercle 
d* intersection du plan horizontal passant par le niUieu de 20 avec le cone 
qui a pour sonwiet 2 et pour base le cercle dont le diarnetre est le rayon du 
cercle des centres qui passe au centre instantane de rotation, quand cette 
direction varie, 

Designons ce cercle par ('j*,). Les asymptotes de Thyperbole lieu 
geonietrique des centres des coniques C'j qui ont pour projections les 
coniques de Rivals correspondant a un systeme de droites paralleles 
a /sont les paralleles menees par '^^ aux droites 2D et 2E. Le plan 
de ces paralleles est le plan 2DE; done les traces des asymptotes sont 
sur une droite qui passe totijours par le point C. Si, par le point '^,, on 
mene une parallele a 2C, la trace de cette droite sera au milieu des 
points C et CO (Jig* 4) et le lieu geometrique de ces traces sera la cir- 
conference passant par le point C et decrite sur la moitie du rayon CO 
comme diametre. Enfin, on obtiendra les traces des asymptotes en por- 
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lant sur la droite Cb, de part et d'autre du point b, une longueur egale 

, CO TA 

a Done : 

Le lieu geometrique des traces des asymptotes des hyperboles C^ qui cor^ 
respondent a des systemes de droites paralleles est la cardioide du cercle 
decrit sur CC comnie diametre. 

Les asymptotes elles-memes sont sur un conoide qui a pour direc- 
trices la cardioide et le cercle situe dans un plan horizontal equidi- 
stant de 2 et de el qui a pour projection le cercle decrit sur CO 
conome diamelre et pour cone direcleur le c6ne dont le sommet est au 
point 2, et dont la base est le cercle des centres. 

Ce conoide est tangent au cone directeur le long de la genera- 
trice 2C; le cercle (4'i) est une courbe double et la droite 2C une 
arete de rebroussement. 

16. Considerons encore le cone dont le somnriel est le point 2 et 
dont la base est le cercle des centres, la droite / et sa projection I' sur 
le plan horizontal passant par le point 2. 

Joignons deux points A et B de la conique C2 de Rivals au point 0, 
ces deux droites couperont le cercle des centres aux points A, el B,. 
D'autre part, joignons les points A et B au sommet du cone, ces deux 
generatrices couperont la conique C^ situee dans le plan 0/' aux 
points A' el B' dont les projections sur le plan horizontal sont A et B. 
Les droites AB et A'B' concourenl sur la trace horizontale du plan 0/", 
les droites AB et A^B, concourenl aussi sur cette trace; done les trois 
droites AB, A,B, et A'B' concourent au meme point de la trace du 
plan 0/. Done, les droiles qui joignent des points correspondants de la 
conique de Rivals et du cercle des centres concourenl sur la parallele 
a la droite /menee par le centre instantane. Done : 

La conique de Rivals d*une droite I et le cercle des centres sont deux 
courbes homologiques ; le centre d*homologie est le centre instantane de 
rotation et I' axe d^homologie est la pafullele a la droite I menee par le 
centre instantane de rotation. 

D'apres le theoreme du n** 10, le cercle des centres est le cercle oscu- 
laleur de la conique au centre instantane. 

Les tangentes aux points correspondants concourenl sur Taxe d'ho- 
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inologie. La droite donnee lei ia parallele a /, symetrique de cctte 
droite par rapport au centre d'homologie, sont les droiles-li mites. La 
conique peut done etre tracee exactemenl. 

Puisque la droite donnee est la droite-limile de la figure de ia 
conique, les points d'intersection de cette droite et de cetle conique 
correspondent aux points d'intersection de la droite de Tinfini et du 
cercle des centres. Done : 

La droite I est toujours une secante ideate de la conique de Ri^^als correS" 
pondante, et les extremites de la corde ideale sont sur les droiies isotropes 
issues du centre instantane de rotation; le point milieu reel de la corde 
ideale est le pied de la perpendiculaire ahaissee sur la droite du centre 
instantane. 

Ce ibeoreme peut s'enoncer en d'autres termes : 

Le lieu geometrique des points du plan qui se confondent avec les centres 
de courbure de leurs trajectoires se compose des droites isotropes du centre 
instantane. 

C'est sous cette forme que nous avons deja trouve ce theoreme. 

17. Nous allons maintenant determiner le pole de la droite /par rap-, 
port a la conique de Rivals de cette droite {fig. 4)- 

Le plan polaire de la droite 2C, C etant le centre du cercle des 
centres, par rapport au cone [2, C], est evidemment le plan horizontal 
passant par 2. Le plan secant 0/' coupe le cone suivant la conique C,, 
dont C2 est la projection orthogonale, la droite 2C au point L'^ , le plan 
polaire de cette droite suivant la droite /'• Le point L'^ est le pole de I' 
par rapport a C'^. 

La projection orthogonale L, du point L, est le pole de la droite / 
par rapport a C^. Nous stvons que la droite qui joint le point o), milieu 
de 00', au pied P de la perpendiculaire abaissee de sur /est le dia- 
metre conjugue de / par rapport a C2; le point L« est sur cette droite. 
11 est aussi sur OC, projection de 2C. Done : 

Le lieu geometrique des poles de toutes les droites du plan par rapport 
aux coniques de Rivals correspondantes est la droite qui joint le centre 
instantane de rotation au centre du cercle des centres. 
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Imaginons mainlenant un diedre rectangle dont I'arele coincide avec 
10, Les traces des faces du diedre sur le plan horizontal coupent le 
cercle des centres en deux points m et n, et la droite mn passe par le 
centre du cercle; done les plans Imn passent par la droite IC quand 
le diedre tourne autour de 20. Les plans lOm, lOn couperont le 
plan Ot suivanl deux droites OM' et ON' qui rencontrent la conique C.^ 
en M' et N', et la corde M'N' passe loujours par le point L', L,. Les pro- 
jections OM et ON de OM' et ON' sur le plan horizontal seront rectan- 
gulaires et les droites MN, cordes de Tare sous-tendu dansCa par Tangle 
droit MON, passent toujours par le pole L, de la droite /. Done : 

Le pdle d'une droite I par rapport a la conique de Rivals correspondante 
est aussi le point de concours des hypotenuses des triangles rectangles 
inscrits dans la conique qui ont leur sommet au centre instantani^ 

18. Soil un plan horizontal quelconque u, il coupe le cone [2C] 
suivant une circonference qui se projette sur le plan horizontal de pro- 
jection suivant un cercle tangent a C^ au point 0; il coupe le plan 0/' 
suivant une droite parallele a 00' et la projection de celte droite sera 
la corde commune a Cs et au cercle tangent a Cs en dont il vient d'etre 
question. De la un (heoreme bien connu. Si nous supposons que le 
plan u passe par le sommet du cone, il coupera le plan Ot suivant la 
droite /'. Done :* 

La droite I est la secante ideale commune a la conique de Rivals qui lui 
correspond et au cercle infiniment petit represente par le centre instantani 
de rotation. 

19. Revenons au pdle L, de la droite / par rapport a C^. Ce point L, 
se trouve sur le diametre LAcdB, Tangle AOB est droit : les axes de Cs 
sont done les paralleles \ OA et OB tracees par le centre (p.Nommons K 
etR les points d'inlersection avec les axes de la normale OC a C,, a et h 
les axes de cette conique; on sait que Ton a 
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Ce resultat est iadependant du rayon de courbare en et, par suite* 
de la position du point 0; ii demontre que : 

Le lieu geometrique des pdks L^ » /Mzr rapport a une conique C^t des 
secantes ideales communes d cette conique et a chacun de ses points con-- 
sidere comme cercle infiniment petit, est une conique F, homothetiqtie de 
la conique Cj ; le centre d'homothetie est le centre de Cj et It rapport d'ho-- 

moihetie est -; — tt* aeth etant les axes de Q. 

Cest, sous une autre forme* un ibeoreme enonce par Steiner (Gesom- 
melte Werke, I. II, p. 432). 

Les cordes communes / a la conique C* et a chacun de ses points 
eonsidere comme cercle infiniment petit etant les potaires du point L, 
par rapport a C«« il en resuite que : 

Venveloppe des cordes communes d une conique C^ ct d chacun de ses 
points, considers comme cercle infiniment petite est une conique T\^ polaire 
reciproque de Fj p€tr rapport d C^. 

De plus : 

La conique F'^, polaire reciproque de F^ par rapport d(L^^ est une courbe 
homothetique de C^; le centre d*homothetie est le centre de C^^ le rapport 

d' homothttie est -; — r?- 

En elTet, 

—7-* f r qL 9.4 

La corde^de Cs paraliele a la droite / et passant par le point L, a 
ses extremites sur les droites OF et OG: FG etant le diamelre du cercle 
des centres paraliele a /. 

Le triangle FCO est isoscele; done le triangle/L^O Test aussi. Done 

OLi=L,/=^. 

Si Ton designe par et L, deux points correspondants des coniques C, 
et F2, et si du point Lo comme centre* avec L4O comme rayon* on 
decrit une circonference, elle passera aux points/ et^. Done : 

Si, par le point L4 de la conique F^* on trace une tangente d cette 
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conique, cette tangente interccptera sur la conique Ca une corde, el si sat 
cette cordcy prise comme diametre, on decrit une cirvon/erence, elk srm tan- 
gente a la conique Ca ciu point qui correspond a L, . 

Ces deux derniers iheoremes sont dus a Steiner (loco citato). 

/I = 2, m= 2. 

20. Nousconlinueronsa supposer que 9,, est un eerele. L'applicalion 
des theoremes generaux ne presenle aucune difficulle; nous nous con- 
lenterons d'exarainer quelques-uns des cas oil la courbe F.^ est elle- 
meme un eerele. 

Remarquons d'abord que, le eerele Fj passant aux points circulaires 
de rinfini, la courbe F' passe aussi par ces poinls. La courbe F est, en 
general, du quatrieme ordre, elle a toujours deux asymptotes imagi- 
naires; les deux autres sont reelles et distinctes^ reelles et eoinci- 
dentes, ou inoaginaires suivant que F, eoupera, louchera on ne coupera 
pas le eerele des inflexions. La courbe F' a trois points doubles sur le 
eerele des centres, infiniment voisins de 0, qui sera done un noeud d'os- 
culation(*).Mais deux de ces points sont imagi naires si F2 ne coupe pas 
la tangente en au eerele des centres, le point double restant est alors 
un point isole. 

Si Fa passe par le centre instantane et y est tangent au eerele des 
centres, la courbe F' est aussi un eerele, tangent egalemenl au eerele 
des centres; mais Fa et F^ sont situes de part et d'autre de la tangente 
en au eerele des centres. 

5/ Fa est le eerele de roulement^ F^^ est le eerele symetrique par rapport 
aO. 

Si la courbe Fa passe par le centre instantane, mais sans etre tan- 
gente au eerele des centres, F' est la projection horizontale de la courbe 
d'intersection de deux cones; la generatrice verticale 20 leur est com- 
mune, done la courbe F', qui passe par les points circulaires de Tin- 
fini est une strophoide dont le point double est au point 0. 

Cette strophoide est osculee, en 0, par le eerele des centres 9!^, et, 
comme la projection horizontale de Tintersection des deux cones reste 

(') Salmon-Fibdler, Analytischc Geometric der hdhercn ehenen Curveiiy p. 263. 
Ann. de I'Ec, Normale. 3* Sciie. Tome lU. — Decemdre i88G. 54 
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la ineiMc quand on considere ^^ com me le cercle mobile el F^ comme 
le cercle des centres (n** 9), le cercle F, est aussi un cercle osculateur 
en de la slroplioide. Ainsi : 

Quand un cercle Fo, qui passe par le centre instantane de rotation, se 
deplace, le lieu geofnetrique des centres de courbure des trajectoires de ses 
divers points est une strophoide dont le point double est au centre instan- 
tane, Les cercles osculateurs au point double sont le cercle Fj et le cercle des 
centres o'.,. 



I - 



II resuhe de ce theorenie que : 

Si I'on trace une transversale par le point double d'une strophoide, et 
si I'on nofnme 31, m, ni ses points d' intersection avec la courbe et avec 
ses deux cercles osculateurs en 0, on a 



OM Urn 0/w' 

La construction de la tangente en un point de la stroplioide et celle 
de son asymptote reelle n'oITrenl aucune difficulte. 

Si le cercle F.* coupe orlbogonalement le cercle ff'^, la strophoide 
devient une focale de Quetelet, et Ton voit facilement que le foyer de 
la courbe est le point milieu de la corde commune a Fj et a 9'^. De la 
ce theoreme : 

Dans la focale de Quetelet, le foyer et les centres des cercles osculateurs 
de la courbe au point double sont situes sur une m^me droite perpendicu- 
lairc a celle qui joint lejoyer au point double. 

La correspondance qui existe entre le plan fixe et le plan mobile 
donne immediatement des theoremes qu'il serait quelquefois assez dif- 
ficile d'etablir directement. 

Ainsi, aux theoremes : Par un point donne P, on ne pent mener que 
deux tangentes au cercle; si le point P parcourt une droite, sa polaire 
tourne autour d'un point, correspondent ces theoremes : 

Par un point P du plan d'une strophoide, on ne peut tFUcer que deux 
roniques oscuhtrices de Vune des branches b de cette coiube en son point 
double et qui lui sont tangentes en un autre point. 
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Nommons M et N les points de conlact de ces deux coniques avec la 
siroplioide. 

La conique osculatrice de la branche b de la strophoide en son point 
double 0, qui est determinee par les points ]\I e^ N, pivote autour d'un 
point P' quand le point P parcourt une conique quelconque osculatrice de 
la branche b de la stmphoide au point 0. 

A une droile du plan de la strophoide correspond une conique oscu- 
latrice du cercle des inflexions au point 0; dc plus, la strophoide est 
de la quatrieme classe; done : 

Etant donnes deux cercles ¥2 ^ifi quise coupent au point 0, on ne pent 
tracer que quatre coniques osculatrices de f^ en et tangentes a F.^. 

Une strophoide n'a qu'un seul point d'inflexion reel; done : 

Etant donnes deux cercles F^ et f.^ qui se coupent au point 0, il n'y a 
quune seule conique reelle osculatrice de/^ enO et osculatrice de F2. 

Supposons maintenant que le cercle Fj ne passe pas au centre inslan- 
tanede rotation 0; lacourbeF, correspondanle aura un noeud d'oscula- 
tion en sur le cercle des centres; ce noeud sera reel si Fa coupe la 
tangente en au cercle des centres. Cest le cas qui est represente dans 
\^fig. 5. 

On peut tracer la tangente en un point M de cette courbc en pre- 
nant la projection horizontale de Tintersection des plans t;ingcnts au 
cone [I^'a] '^ ^^^% ^6 Isi generatrice 2/w et au cone [OF'^J le long de 
la generatrice Om. 

Cette meme construction peut etre expliquee sans avoir recours 
aux cones. Le point inflniment voisin de m sur la conique donnee F2 
(conique ou cercle) appartient, comma le point m, a la tangente / en 
//2 a la conique. Done, le point inflniment voisin de M sur la quartique 
appartient, comme le point M, a la conique qui correspond a la tan- 
gente /. En d'autres termes, la tangente en M a la quartique est la tan- 
gente en ce meme point M a la conique qui correspond a la tangente /. 
Or cette derniere conique est la transformee homologique du cercle 
des centres, I'axe dMiomologie passant par et etant parallele a /. 

Tracons done, par 0, cette parallele a /; soit x son point d'intersec- 
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lion nvec la langentc en m' au cercle des cenlres, la droite ^\x sera la 
(angenle a la quarliqiie. 

Celle construction monire que la quartique est inscrite a Tangle 
dont le sommel est au point el dont les cotes sonl tangents a Fj, ce 
qui est, d'ailleurs, evident a priori. 

La quarlique F4 est do la sixieme classe, clle a iquatre langentes 
doubles et six points d'inflexion. Done : 

Si Ton donne un cercle /j* un point sur ce cercle et un cercle F^, 
qui ne passe pas par le point 0, on pent enoncer les theoremes sui- 
vants : 

Par un point quelconque on peiU tracer six coniqiies osculatrices def^ an 
point et tangentes a Fo . 

H y a quatre coniqiies osculatrices de f^ au point et doublement tan- 
gentes a Fj. 

fl y a six coniques osculatrices de f^ au point et osculatrices de Fj. 

Nous citerons encore le theoreme suivant qui resulle immedialement 
de la correspondance entre les deux plans. 

Le point de contact des tangentes a un faisceau de cercles determine 
par les points A el B, issues d'un ineme point P, sonl sur un meme 
cercle. Done : 

Si Ion donne un faisceau de quartiques passant par les points circulaires 
de Vinfini et par les points A' et B' et ayant le mfme nceud d'osculation, 
les points de contact des coniques osculatrices de ce noeud et passant par un 
point P' arec les disperses quartiques sont sur une mime quartique passant 
par les points circulaires de Vinfini, ayant le meme nceud d'osculation, 
mais ne passant pas par les points A' et B'. 

21. Reprenons les courbes generales F;;, el Y^^ du n"" 5. Ces courbes 
sonl evidemuient du meme genre. De plus, le nombre des points d'in- 
flexion de la courbe F^„, egal a celui des courbes F^^ (qui corres- 
pondent aux deux droites du plan P) qui osculentF,„, est donne par 
Texpression 

3m(//i-t-/J — 3) — 3c7--i2r--6(^--0 — Sp, 

oil d est le nombre des points doubles de F,„, ^ le nombre de ses points 
de rebroussement» c le nombre des points de la base du reseau de 
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courbes F'„ qui se confondent avec des points simples de F„,, et t le 
nombre des points de la base du meme reseau qui se confondent avec 
les points doubles de F,^. Cette formule est emprunlee a un Memoire 
deM. Brill ('). 

Si Ton applique cette formule au cas de la Cinematique, il en resulle 
que : 

/> nombre des points d' inflexion du lieu geometrique Y',,„, des centres dc 
courbure des trajectoires des points d'une courbe Y„t est 

3[m(m — i) — a — 2t — 2c/] — 8j3. 



(*) Brill, Mathematische Annaleny t. HI, 1871. 
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INTRODUCTION. 

Dans son premier Memoire sur la distribution de I'electricile (*), 
Poisson a pose, mais non resolu, le probleme de T^quilibre eleclrique 
d'un spheroide conducteur. En ecrivant que le potentiel est constant 
en tout point interieur au spheroide, il arrive aune condition que Ton 
peut enoncer ainsi : si Ton divise la densite eleclrique en un point par 
la puissance /2 — i du rayon vecteur et qu'on developpe le quotient en 
une serie de functions de Laplace, la fonction d'ordre n doit manquer 
dans le developpement. Cette condition determine completement la 
densite inconnue ; mais son expression explicite paVait presenter des 
obstacles qui out fait reculer Poisson. « II serait difficile, dit-il, de 
donner une solution generale de cette question », et il se restreint au 
cas des spheroides infiniment peu differents de la sphere, c'est-a-dire a 
des surfaces ayant en tons leurs points une excentricite dont le carre 
est negligeable. II Irouve alors pour la densite une serie de functions 
spheriques, qui se deduit par une loi tres simple de la serie de meme 
nature qui represente le rayon vecteur. 

J'ai reprisdans ce travail la question dela distribution electriquesur 

(») Mf^moircs- de l' Inst i tut pour 1811. 
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un s|)hero'i<le sensiblemenl different dc la sphere ; mais j'ai aborde le 
probieme par une voie qui me sernble nouvelle. An fond, la methode 
de Poisson revienl, comme presque toutes les melhodesusilees dans la 
solution des questions d'equilibre electrique, a Tintegralion del'equa- 
tion aux derivees partielles, a trois variables independanles, AV = o. 
Celle que j'ai adoptee consiste dans Tintegration d'une equation fonc- 
tionnelle a deux variables independanles seulonrient. Cetle equation 
fonctionnelle convient a tons les conducteurs fermes ; elle ne regit pas 
la classe infiniment plus etendue des conducteurs ouverts; mais elle 
senible jouer dans certaines questions d*Electrostatique un role d'au- 
tant plus elficace que sa portee est plus limitee: c'est la une loi de 
conf)pensation d'une application frequente en Mathematiques. 

Dans la solution du probieme qui nous occupe, j*ai tenu compte de 
rinfluence, negligee par Poisson, de masses electriques fixes. Ce point 
est capital ; car trouver Tequilibre electriqued'un conducteursouslrait 
a toute influence, c'est iraiter un probieme d'electroslatique tres in- 
complel et parfois relativement tres facile. On en peul juger par le 
cas bien connu de TeUipsoide. J'ai tenu a resoudre la question des 
spheroides de forme quelconque pour donner une idee de Tenorme 
complication du probieme general de la distribution electrique. Celte 
complication, quoique grande encore, se dissimule dans les solutions 
elegantes donnees pour des corps a forme simple, tels que Tellipsoide, 
le tore, les deux spheres, les spheres secantes, la calotte spherique, le 
lemniscaloide de revolution (*). On verra que la densite electrique sur 
un spheroide se presente sous la forme d'une serie d'integrales definies 
dont chacune, pour etre evaluee, exige que Ton sache calculer la pre- 
cedente ; il est vrai qu'a defaut d'une evalualion exacte, ces integrates 
donnent prise successivement auxmethodes d'approximation indefinie 
des quadratures mecaniques. 

Mais, lors meme qu'on saurait trouver la distribution de I'electricite 
sur tons les conducteurs fermes imaginables, on n'aurait fait que le 
premier pas dans la solution du probieme general de I'Electrostatique. 
L'electricite en equilibre reside tout entiere a la surface des corps con- 
ducteurs; on pent done supposer ces corps vides, pour ainsi dire, de 



( * ) yoir lo tome II des Fonctions sp/ie'riques de Heine. 
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leur substance interieure et reduits a leup seule surface terminale. A ce 
point (le vue, les conducteurs fermes, lels que la sphere, deviennent 
des cas infiniment parliculiers des conducteurs ouverls, tels que la ca- 
lotte spherique. Une iheorie generale de ces derniers ne semble pas 
avoir ete donnee. Le cas n'est plus le nrieme que celui des conducteurs 
ouverts. On ne peul pas identifier immediatement le probleiue de la 
distribution cleclrique sur une surface ouverle avec le problenDe de 
Gauss : « Distribuer sur cette surface une couche dont le polentiel 
prenne en tousses points une valeur donnee », parce que, cette couche 
etant trouvee, il faut la reparlir entre les deux faces ; mais le depart 
se fait aisemenl : une fois le probleme de Gauss resolu, on verra qu'une 
quadrature suflil pour achcver la solution. 

Une reduction considerable pent eire efTectuee dans le probleme de 
la distribution de releclricite sur les deux faces d'un conducteur ou- 
vert: il est possible de ramener Tequilibre electrique de tons les con- 
ducteurs a contour multiple a celui des conducteurs a contour simple. 
Ainsi, que Ton imagine une sphere divisee en trois parties, une zone 
ou bande B et deux calottes C, C Si Ton connait I'influence d'un point 
quelconque de la calotte C sur la calotte complementaire B -+- C, et 
cellc d'un point quelconque de C sur B -f- C, on en pourra conclure la 
loi de la distribution electrique sur la zone B. La methode qui m'a 
permis d'operer cette reduction ofTre de I'analogie avec celle que 
Murphy a imaginee pour rcsoudrc le probleme de Pinfluence mutuelle 
des conducteurs. Mais cette idee des influences successives, qui se pre- 
scnle naturellementlorsqu'il s'agil de corps separes, semble au premier 
abord inapplicable lorsqu'il s'agit <le surfaces empielant Tune sur 
rautro, et Ton verra que, pour en tirer parti, j'ai du la combiner avec 
d'autres idees assez complexes. F/inconvenient de cette methode si 
generale reside dans les difficultes d'application. C'est cependant grace 
a elle que j'ai reussi a calculer la distribution de Telectricite sur une 
zone spherique conductrice, en prenant pour point de depart la solu- 
tion si simple et si belle donnee par sir VV. Thomson pour Tequilihre 
electrique de la calotte spherique. 

Je passe ici sous silence divers resultats plus ou moins dignes d'in- 
teret que Ton Irouvera dans le cours de ce travail ; je me borne a faire 
observer que les methodes dont j'ai fait usage peuvent Irouver leur 
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application dans pins d*une branche de la Physique matbematique, en 
vertu de Tanalogieou de Tidentitedes equations aux derivees partielles 
du second ordre qui regissent les divers ordres de pbenomenes natu* 
rels. Cest ainsi que, dans ces dernieres annees, on a pu calculer les 
attractions apparentes de corps solides plonges dans un liquide par 
Tapplication pure et simple du principe de Murpby, iransporte direc- 
tement de TElectrostatique a rHjdrodynamique. 



PREMIERE PARTIE. 



LES <:ONDlCTElRS FERMES. 



•<«M 



CHAPITRE I. 

(XJUATIOX FOXCTIOXNELLE CARACTtRlSTIOUE DES COXDUCTECRS FERMtlS. 



Le probleme le plus general de TElectrostatique consiste a se donner 
des conducteurs et des masses electriques fixes, dont le nombre, ia 
forme et la situation sont quelconques, et a ebercher la distribution de 
Teleclricite en equilibre sur les divers conducteurs pour des valeurs 
connues des polentiels ou des charges de chacun d'eux. 

Le principe de Murphy ramene ce probleme si complique a celui de 
rintUience de masses fixes sur un seul conducteur. Cest dans cc cas 
plus simple que nous nous placeronsdans tout ce qui va suivre. 

On sait que le probleme de la distribution electrique sur un conduc- 
teur quelconque se ramene a celui-ci, pose par Green et par Gauss : 
trouver une fonction V des trois coordonnees, continue dans tout Fes- 
pace, dont les derivees premieres ne deviennent discontinues qu'a la 
surface du conducteur, qui satisfasse en tout point de Tespace a Tequa- 
tion AV= o. qui prenne a la surface une vaieur connue en chaque 
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point, ct qui a rinfmi soil du meme ordre de petitesse que I'inverse de 
la distance a I'origiiie. 

Quand il s'agit d'un conducteur ferme, on peut substituer ^ I'equa- 
lion differentielle AV = o une equation fonctionnellea deux variables 
independantes, plus avautageuse dans certains cas. 

L — £tablissement de T^quation fonctionnelle. 

Considerons un point Mde la surface a du conducteur oil la densile 
electrique a pour valeur e. Ce point subit les actions des divers ele- 
ments electriques e' dr^ du reste de la surface a et des charges 
q^(^i = f , 2, ...,/>) des points electrises exterieurs, que nous suppo- 
sons au nonribre de p. Le potentiel au point M a pour valeur 



«.' ft ^^ 



p 

— J 



ret Ti designant les distances an point M de Telement dc' et du point 
de charge y,. Si Ton prend la derivee de V suivant la normale inte- 

rieure n, on sait que la valeur de la fonction -r— en un point de la sur- 
face est la moyenne arithnielique des valeurs, o et 4'^^? de cette meme 
fonction en deux points, Tun intcrieur, Taulre cxterieur, intiniment 

voisins du premier : c'est done air^; et, comme-r^ — ^ — -t~^^ ^^ 



aura 



(0 



~ air / r* 37: l5 rj 



Telle est I'equation fonctionnelle que nous avions en vue d'obtenir. 
Comme le potentiel n'y figure pas, il est bon d'en donner une de- 
monstration directe. 

Coupons la surface a par un plan intiniment voisin du plan tangent 
en M. Ce plan pariage le conducteur en deux calottes s et S, la pre- 
miere infinimenl petite. L'aire de la section ^, ditfere infiiiiment pcu 
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des. D'un point quelconque de s, on voit5f sous un angle solide infi- 
niment voisin de 21:, si ia surface ne presente aux environs du point M 
aucune singuiarite. Done, ia densite etant conlinue, la calotte s exer- 
cera sur Si une repulsion dont ia composante normale, d*apres un 
theoreme de Gauss, est sensiblement egale a ikizes. 

Soil F la composante normale de la repulsion exercee sur s^ par la 
calotte S et par les points electrises exterieurs. La condition d'equi- 
libre est 

et, comme on a visiblcment 

s J r^ ^ \J r] 

on en conclul Tequation (i). Cette equation fonctionneile determine 
rinconnue e\ les deux variables independantes sont les deux angles 
donl la relation avec le rayon vecteur definit la surface du conducleur. 
Eile a loujours une solution et une seule; car elle exprime, comme il 
est facile de s'en assurer, que, sur une surface interieure a a et infini- 
ment voisine, la composante normale de la repulsion est nulle en 

chaque point ( y- = <> ). 

Avanl d'utiliser la formule (1) pour la solution du probleme des 
spheroides conducteurs, nous allons en faire queiques applications 
tres simples, qui en feront ressortir les avantagcs. 

II. — Influence d'un point ^lectris^ sur une sphere conductrice. 

En appelant R ie rayon de la sphere, V son potentiei constant, q^ ia 
charge du point, d^ sa distance au centre de la sphere, on a visible- 
men t 

*i2iii:iiL>= ' , rfJ=R«+rJ-aRr.cos(r.,«), \=f'!^^t. 
r aR ' • V i> /» J, r r, 

Si dans Tequation (i) on porte les valeurs des cosinus tirees des 
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deux premieres relalions el qu'on lienne comple de la troisieme, on 
obtient 

(2) e^j—rr — -f^-^—j—. 

47111 l\t: /J 

On retrouvc ainsi, par la voie la plus directe, le resuUalque Sir W. 
Thomson a obtenu par des procedes delournes si inj:[enieux. 

III. — Sur un corps d'^preuve. 

Un corps d'epreuve est, comme on sail, un eonducteur de tres 
petite dimension qu'on met en contact avec un autre eonducteur de 
dimension finie. La charge prise par le corps d'epreuve ne depend 
pas de la forme de la surface touchee; elle est proportionnelle a la 
densite eleclriqueau point louche, avant le contact. La difficulle, in- 
surmontable dans la plupart des cas, consiste a trouver le coefficient 
de proportionnalile, Lorsqu'il s'agit d'une petite sphere, Poisson a pu 
determiner le rapport de sa densite electrique moyenne a la densite 

au point de contact : ce rapport a pour valeur -g-- 

Yoici un autre cas dont notre equation fonctionnelle permet de 
faire la theorie. Le corps d'epreuve est le corps de plus grande attrac- 
tion^ dont I'equation polaire est 

(3) S^ = A.. 

La constante a est le diametre; le corps, qui est de revolution 
autour de son diametre, presenteau pole un aplatissement infini. 

Imaginons qu'on mette en contact par leurs poles deux corps de 
plus grande attraction; on les suppose tons deux conducteurs et Ton 
communique a leur ensemble une charge electrique M. Exprimons 
que toutes les repulsions electriques se font equilibre au point de 
contact; en affectant de I'indice i toutes les quantites relatives au 
deuxieme corps, nous aurons 
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ou, en vertu des equations des deux corps, en designant par w, m^ 
leurs charges, 

m m, 



<•) a- «, 



I 
2 rfi 



Ainsi la charge totale se partage proportionnellement aux carres 
des diametres, c'est-a-dire aux surfaces. 

Supposons maintenant le second corps isole et possedant a lui seul 
la charge M = m 4- m,. L'equalion (i), appliquee au pole, donne 



I r e\ cos 9, , , m 4- 

•,= / --i-^(T,zzr 



t 



En comhinant cette relation avec la relation (4), on Irouve 



in / \ I \ 

~~ 27r \a* a\) 



et, si le premier corps est trfes petit par rapport au second, 

(5) m = 27ra*ei. 

D'apres la theorie du corps d'epreuve, ce resultat subsiste lorsqu'on 
remplace le second corps de plus grande attraction par un conducteur 
quelconque. Le rapport cherche est aua^. L'aplatissement du corps 
d'epreuve au pdle fait qu*une erreur de contact assez grande n*influe 
pas sensiblenrient sur la distribution electrique du systeme. 

IV. — £nergie Electrique des conducteurs ferm^s. 

A la fornDule (i) se rattache une expression nouvelle de Tenergie 
eieclrique qui, au point de vue analytique, n*est pas sans interet. 
Generalement , I'expression de la densite sur un conducteur com- 
porte un facteur arbitrairo, que Ton determine en se donnant, soit la 
charge M, soit le potentiel V. Chacune de ces operalions conduit a une 
double integration, de sorte que Tenergie W = jMV se presenle sous 
la forme du produit de deux integrales doubles. On va voir qu'une 
seule integrale double sulTit a exprimer I'energie electrique d'un con- 
ducteur ferme. Nous pouvons d'ailleurs supposer qu'un nombre quel- 
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coiique de conducteurs, non influences par des charges fixes, sont en 
presence. 
Soienl 

M un point de Tun d'eux, 

m=i eda la charge en ce point, 

]\r un autre point du systemc, 

m' sa charge, 

p et p' les distances des points M et M' ii une origino fixe 0. 

Les divers elements M' exercent en M une repulsion totale dirigee 
suivant la normale exterieure /i, et dont la valeur* est 2T.e. En pro- 
jetant les repulsions composantes sur la direction p, on a done 



s 



-, cos(M'M,p) =:27recos(/i, p). 



MM 



Multipiiant les deux membres de celte egalite par /wp = ep da, puis 
integrant sur toufeTetendue des/? surfaces conductrices, il vient 

WW ocos(M'M,p) = \ / 2 7re*ocos(^,p)r/(7. 

On pent, dans le premier membre, grouper les lermes deux a deux 
de maniere a mettre en evidence la somme partielle 



mm' 



j[pcos(M'M,p)-f-p'cos(M'M,p')]. 



MM 

On reconnait aisement que la parenthese se reduit a M'M, en sorte 
que le premier membre de notrc equation, SSSttj' rcpresente Te- 
nergie electrique W de tout le systeme. Nous avonsdonc la formule 

(6) W = 27r\ I e*pcos(/^,p) r/(7. 

Elle est susceptible* d'une legerc transformation. Appelons r/oj 
Telement de surface spherique decrite du point comme centre avoc 
I'unile de rayon; suivant que le rayon vecleurp sortdu conducteurou 
y penetre, on aura d(7C0^(n,p) = ± p^dcs), et, en regardant comme 
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negatifs les rayons vecleurs qui entrenl dans le conducteur, conime 
posilifs ceox qui en sorlent, Tequation (6) devienl 

(7) W=z27:y Te^p'^o). 

Pour une sphere de rayon R, la formule (7) donne immediatement 
Texpression connue W = 8'i:^R'e*^. 



V. — £nergie 61ectrique d'un disque plan. 

La metbode de calcul qui precede n'est pas direclement applicable 
a Tenergie des disques, calottes, zones, etc. II faut connaitre la distri- 
bution de relectricile sur les corps epais dont Taplatissement pent 
donner naissance a ces surfaces. 

Avant d'aborder Ic calcul de Tenergie d'un disque plan a contour 
quelconque, nous ferons quelques remarques relatives a la distribu- 
tion de Telectricile sur Tellipsoide 

a^ b^ c* 

Si c designe le demi petit axe, cet ellipsoide est aplati dans le sens 
de Taxe des z. On sait que la densite electrique e en un point de la sur- 
face est proporlionnelle a 



V « ^^ c^ V a* b^ 



y i-/-*^— ^r-cos''^H ^^— sm-'>j 



ret ^ representant les coordonnees polaires dans le plan des ccy. 

Le plan qui passe par Taxe des z et par le point considere coupe Tel- 
lipse du plan desxy suivant un diametre dont la demi-iongueur a est 
donnec par la formule 
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Posons maintenant 

a^—c^ b^ c' £* 

eldesignons par e^ la densite au sommetdu petit axe; nousaurons 

(ii) e = e 



>Jo(} — e'/** 



Si rellipsoide degenere en disque elliptique {c = o), i^ lend vers i , 
el le rapport _ ^ tend vers une limite P, finie et differente de zero. 



, , ,, Z^'cos'J; -f- a'sin-iL 

( I SJ ) A :=:i ■ • 

Remarquonsenfin que, siy designe le rayon decourbureau somniet 
le plus aigu de la section correspondant a Tazimut y, le rapport — 

reste toujours egal a la quantite fmie a. 

Cela pose, considerons un disque plan k contour quelconque. Nous 
prendrons son plan pour plan des xjr (ou des r, ^), el, pour fixer 
lesidees, nous placerons I'origine au centre de gravite du disque. 
Nous supposerons que le contour ne presente pas de point anguleux. 
En general, le disque resultera de Taplatissement continu et indefini 
d'une surface fermee depourvue de toute singularite. Aux environs 
d'un point, cette surface pourra etre confondue avec un ellipso'ide ; 
les parties extremes des sections azimutales seront assimilables a des 
arcs d'ellipse tres fortement courbes. 

Nous supposerons le corps aplati symetrique par rapport au plan 
des ooy (ou desr, 'j*). U suffira de calculer I'energie pour la moitie 
superieure et de doubler. De cette faQon la formule (6) devient 

(6') W=^t: le^pcos{n,p)d(7. 

Par analogic avec ce qui a lieu pour Tellipsoide, nous pouvons poser 

(i3) e = — =_, 
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a etant la valeur de ren un point de la ligne de contoar, A el £ deu\ 
fonctioDS de r et de ]>, dont la seconde prend la valeur r lorsque, le 
corps degenerant en an disqoe, son epaissear eentrale c tend vers 

zero, de telle faeon que le rapport '_ ^^ tende vers une limite k} tinie 

et differente de zero. Enfin, si Ton desigue par 7 le rayon de cour- 

bore minimum d'une section azimutale, le rapport — tendra aussi vers 

une limite finie 3. 

Concevons Tellipse osculatrice au sommet aigu de la section consi- 
deree, et soit son equation 

Son rayon de courbore minimum — ayant pour valeur -*;, 00 en conclut 
facilement 



(i.>j lim 



d It! 



Maintenant , comme on a d*^ — — '' ^ > Texpression (G') de 

cos (/I, -J ^ 

Teoergie devient 






L'integrale par rapport a r est une integrate singuUere qui n'a de va* 
leur sensible que poor r=z ol. En effet, sauf dans le voisinage de la 

ligne de contour, le rapport ?-^.^i^ a une valeor insensible; sur celte 

ligne meme, il est in6ni. II nous suffira done de ealculer sa valeur 

pour les points voisins du contour, et nous serous en droit d'ecrire les 

egalites approcbees 

cos(/i, 0) cos(/»', r) _ dz 

cosi/i, ^) cos>(n\z) dr^^ 

et, en tenant compte de Tequation ( r4 ), 

__ d-r" _ d r _ _ d _d / je — r c _d ;li r 
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finalement, en verlu de Tequalion (i5), 



cos( 






cos (/1, 5) V P v' 

En porlant cetle valeur dans I'expression de W, oil nous ferons 
p = a et oil nous remplacerons e par sa valeur (i3), nous obliendrons 

^0 V P Jo (a»-£2rMv/a*-r*' 



Si Ton pose yjoL^ — r* = / et si Ton se rappelle que -—— j tend vers la 
limile finie A^, Tinlegrale / , devienl 

On a done enfin 

(16) W=27r«r kV(x}U^d^. 

On volt que Tenergie eleclrique d'un disque plan s'exprime par une 
seule integrate simple prise le longde son contour. 

Pour appliquer la formule au disque elliptique> il faut faire ^ = a, 
X = ^o» remplacer a et ^ par leurs valeurs lirees des relations (9) 
et (12). On trouve ainsi 

d^ 



v/(a*sin'd 



d^ H- 6* cos*'^) (a* sin*^' "^ ^* cos'^^) 
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CHAPITRE 11. 

DISTRIBUTION DE L'fiLEGTRICITJfc A LA SURFACE DUN SPHfeROIDE COXDUCTEUR 



La principale application de notre equation fonctionnelle est la so- 
lution (lu probleme de Tequilibre electrique d'un sphero'ide differant 
de la sphere d'une maniere sensible. Nous supposons le sphero'ide 
depourvu de toute singularile, poinle ou arele vive; mais sa surface 
peut etre composee de portions raccordees de surfaces differentes. II 
est soumis a Tinfluence d'un nombre quelconque p de points electrises. 

MaiSy pour ne pas interrompre i'expose de la solution, nous ferons 
quelques remarques preliminaires sur les developpemenls en serie, qui 
nous seront indispensables par ia suite. 

I. — Digression sur les developpemenls en s^rie. 

Soit a developper en serie entiere un produit de puissances de series 
ou de polynomes A"BP. . .L^ : 

A = ^0 4- «! ^ 4- ato-' -h . . . , 



L = /o -+- l^x -h Itx'^ -h. . ., 



les exposanls a, p, . . ., A etant quelconques. 

Lorsque aucun des termes constants ao, b^^ .. ., /« n'est nul, ce de- 
veloppement est toujours possible pour des valeurs suffisamnienl 
petites de x. En appelant 

U = Mo -h U\ JT -f- M, A*' -f- . . . 

la serie cherchee et en egalanl la derivee logarilhmique de U a celle 
du produil donne, on a 
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L'identification des deux membres de cede egalite, qui sont ration- 
nels en x, fournit les inconnues i/oi </m ^2* • • •• Voici le resuUat de ce 
ealcul. 

Designons par Sp h somme de tous les produits ab...l pour les- 
quels la somme des indices est egale a/>. En convenant de trailer les 
indices comme des .exposants, on fixe la signification des symboles 



b~ )> — Posons 



r5>(^>--("^>( 

Les coeQlcients u seront donnes par la relation recurrente 

(19) /?5oWp=:[5;— (^— l)5,]Wp_,-h[5;— (/? — 2)5,]£/^_,-h...-+-5pWo, 

a laqueileil faut adjoindre l*expression du premier terme 

Onconclut de !>), pourexprimer Up, un determinant qu*il est inutile 
d'ecrire. Les a, 6, ..., / elant finis par hypotheso, les coefficients w 
sont visiblement finis. Si Ton appelle poids d'une lettre a le produit de 
son indice par son exposant, poids d'un terme ab,..l la somme des 
poids des leltres qui y entrenf, Up est une fonction rationnelle, homo- 
gene el de poids/? des a, b, .. ., L 



IL — Solution du probl^me par une s^rie d'int^grales d^finies. 

Soil en coordonnees polaires(p, 0, ']/) 
{20) p = H(i-hw) 

Tequation du spheroide. Considerons la famille de surfaces 

(21) p = R(i + a/j), 

oil a designe un parametre comprisentre o el 1 ; ellessonlloutescom 
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prises clans les parlies tin splieroule priiniiif cxlerieures a la splifere de 
rayon R el clans les parlies ile la sphere exlerieures an spher()icl<^ Nous 
allons chercher la dislribulion cle releelrieile sur Tun quelcon(|iic de 
ees spheroides intermediaires. 

Soient M el M' denx de ses points, p, 0, j* el p\ 0', vp' leiirs eoordon- 
nees, r la distance de M a M', en grandeur el direction . 

Au systeme fixe(0','|') 11 est avantageux d'adjoindre un syslemc de 
eoordonnees (co,o) mobile avec le poinl M, dans leqnel le nouvel axe 
des z passe par ce point. On passe du premier sysleme au second par 
les formules bien connues 

cos 0' — cos cos a) — si n !5 cos 9 , 
(22) { ,,, ,s cos^cosQ -h sin^colM 



sill 



V 



Designons par v Tangle de la normale extericure au point M a\ec la 
direction de r; par e, e' les densiles electricjues aux poinls M, M'; par 
q^(^i = f, a, ...,/?) la charge du point cleclrise Q^; par p/, 0,, '|/, co,, ^,, 
r,, V/ les quanliles relatives au poinl Q, analogues aux quantites p', 0', 
•y, (o, ^, r, V relatives au poinl Al'. 

Lorsqu'on se donne le potentiel conslanl V du S|)hero'ide, la densile 
electrique au point M est complelement determinee par Tequalion 
fonclionnelle 

27: J^ r- 2-0 r? 

CommeDQons par evaluer -— • 

Si Ton appelle p Tangle des deux directions pet r, ^ Tangle de la 
normale exterieurc au point M avec la direction p, X Tangle du plan 
delermiue par p el par cclle normale avec le plan meri<lien correspon- 
dant a Tazimut 4>, le triedre dont les aretes sont p, r et la normale 
donnera 

cosv =1 cos(3cosC -f- sinj3sin?cos(9 — a) 
ou bicD 

(28) cosv 3= cosPcosCh- sinj3(sinCcosXcos9 -^sinCsinXsiii9). 
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Dnns le triangle dont les cotes sont p, p\ r, on a 

(24) r- =r p' -H p'« — app'coso), 

(20) COS 3—'- ^> sinp=i- 

Les produits sin^cosX, sin^sinX se calciileront de la inanierc sui- 
vante : la normale exlerieure fail avec les directions des coordonnees 
polaires p, 0, I des angles ^, J[,, J^^ determines par les formules 



(26) 



oos^ 


cos!:t 
dp 
00 


cosC, 


I 


p 


I dp 





En projplanl la normale exterieure sur un plan perpen'liculaire au 
rayon vecteur p, on oblient les relations 

(27) sin^cosX == cos?,, sin^sinX = cosCt. 

oil cosJI,, cossa doivent elre remplaces par leurs valeurs (aG). 

Portant dans Teqiiation (23) les valeurs (25) et (27) trouvees pour 
cos^, sin^, sin^cosA, sinJ^sinX, etdivisant les deux membres de cetle 

equation par r= Vp^ -h P^— 2pp'cosa), on obtient finalement 



(28) 



, , ' / Op smo do\ 

0^— pp cos CO -HP sin w coso-T^ h — --' 37 ) 



r 



(p' + p"-p.pp'cosa>)y/p'+ 1; + ^^ |:. 



L'expression de -^ — ^-^ se deduirail de la precedentepar le cbange- 

ment de p', w, 9 enp,, a),,(p,; mais, dans les transformations que nousfe- 
ronssubira requation(i), nousaurons besoin deconnaitrela valeurde 



(29) — 



, , ( dp sino/ dp \ 

,,. _ P'- PP^ cos (0,+ p,sinco,(^cosy,-j^ + ^j^^ ^ j 



\/(p'+P?-2PP/cosa.,)'(p'+ 1: + -^ ^el) 
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Enfin, pour achever le calcul des tcrmes qui figurent dans notre 

equation fonctionnelle, il faut evaluer le quotient — Si Ton con^oit 

que, dans Texpression du rayon vecleur p', on ait elimine 6' et ^p' au 
inoyen des formules de transformation (:22), on trouvera aisement 




,, , d(j' ,i / ^ ' <^^>* sin*w do* . , - 
(3o) — =:p'|/ — z jz ; ^— smwawao. 

Cela pose, dans les expressions (28), (29). (3o) de —y j- 

J 1 

— et dans eelie de la quantite 

(3i) 



2 H /'i 2 1{ y/pi _|_ p J __ 2 p^i cos w,- 

qui apparaitra dans les transformations ulterieures de Tequalion fonc- 
tionnelle, remplaQons par R(i -ha/i) et p' par R(i -h a/i'); si Ton 
met en evidence le paramelre a, elles prendront la forme 



COSV I 



I -h G| a-h G,a' 



(32) 



/• 2R (I -i- Hi a -hH,a*)v/i-h/*i a H-/<,a*' 
COSV/ KqH- K|g -f- Kt«* 



^-:R(i + «n')i/i±4>-^-±^ -lliL^^^, 



'^^rt 2Kv'Lo-HLia-hL,a*' 



oil G,, G2 ont les valeurs 



f . / <^/« sin© dn\ 



Gi= /1 4- /I -4- 

I — C0S63 

(33) 



n}— /in'cosw-H«'sin«(cos©-^ -h ^^? — 1 
\ ^ dO sin 9 (^'J;/ 



1 — COSOJ 
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cl H,, IL, A|, Aa, A',, A!,, Ko» K,, K^, Lo, L,, L^ les valcurs 

/**-f- n'- — 2/i/i'coso) 



Hj=:/l-h/l', H, 



2(1 — COSOJ) 



d^^ siri*0 (^'<j^- 

Ko := K — Pi COS d)/, K, =1 R /1-, 

IT / i> \ • / ()n sinqp ()/A 

K,= (QR-p^cos&)/)/i4-p,sin&)/^cos9^H-^^j, 

Lo=: R'4-p?— 2Rp/C0S(k)|, Li=2R/l(R — p/COSW/), Li=: R/i*. 

Maintenanl, les formules (i8) et (19) du paragraphe I nous per- 
incttent de developper les expressions (33) en series procedant sui- 
vant les puissances croissantes de a. Les developpemcnts seront de 
la Forme suivante : 



cos 






m = l 



I / I cosvA I^'— P? » V i 

v^*^ I \2\{n rj J 2Rv\R'-+-p/ — 2R^7cosi;^)'^ -x Zu' '" ' 



Rp,cosiO|)' 

d(j' u / . , V ^ ,n\ sinM«?«6^<p 

cosoj) 



\ ™4. yv^a(.-c. 



Le calcul des coofticienls A,n» ^m* ^m serail penible el n'olTrirait 
d'ailleurs que peu d*inleret. Nous reliendrons seulement Texpression 
de b^, qui nous servira dans les applications aux sphero'ides Ires peu 
differenls de la sphere : 



(35) 



, . / dn sin© (^/A 

\ ^ d^J sin(? d^hj 
* I — cos W 



Revenons a Tequation fonctionnelle (T), que nous pouvons ecrire, 
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P 

en aionlaiil cl retranchanl a son second meml)rc \ , ^' » 

1 

/' p 

_ I re'cosvrh^ ^i CJ J? i\_ ' CJ Z' ' cosv/\ 

I I 

Snbstituons-y les series (34) et decornposons Tintegrale / en deux 

autres, donl la premier*' correspondra au premier terme -|r du deve- 

loppement de ^ et la seeonde aux termes restants. Posons, pour 

abreger, 

(36) a,„ .- AiC,„_, -h biC,„-t~^. . .4- b,n; 

il vicndra 

477 K/o J ^ 1^2(1 — COSO)) ^ ^J 

Posons maintenant 

(38) e — ^0 -h ^1 a -i- ej a* -H . . . -f- e,n «"*-+- 

Le terme general e,n est une fonclion des angles 6, 4* qu'il s'agit de de- 
terminer; si Ton y remplace 0, 4* par 0', ^\ e,n se changera en e'^^, qui 
deviendra une fonction do co, 9, lorsqu*on aura elimine 6', ^' au 
moyen des formules de transformation (2a). 

Dans Tequalion (37) substituons les developpemenls de e et de e\ 

p 

et remarquons que la somme / —^ "^ S ^'^^^ autre chose que le 



m 



1 



potentiel Y du spheroide. Les deux membres sont deux series enti^res 
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en a, qui doivent etre identiqiies : on en conclut 

V ^ C „ __J!.:i ?L=.=] , 

Les formules (38) et (39) resolvent le probleme propose. Connne 
elles expriment chaeune des fonclions e^n a Taide des fonctions d'indice 
moindre, elles pcrmellent de calculer ces fonclions de proclie en proclie ; 
du moins elles ramenent ce calcul a une suite de quadratures qui, a 
defautd'une evaluation exacte, generalement impossible, donnenl prise 
aux methodes d'approximalion indefinie lelles que celle de Gauss. La 
densite eleclrique en un point du spheroide primitif s'oblient en faisant 
a = I dans la serie (38). 

II pent arriver que le spheroide donne fasse partie d'une famille 
naturelle de surfaces dependant d'un parametre a et se rcduisant a 
une sphere pour la valeur zero de ce parametre. On developpera en 
serie suivant les puissances croissantes de a le rayon vecteur 

el Ton suivra la marche qui vient d'etre indiquee. La seule difference 
consistera en ce que dans les formules (3^) figureront acluellement 
des series et non des polynomes en a. 

Enfin le rayon vecteur peut dependre de plusieurs parametres et 
devenir constant pour des valeurs nulles de tons ces parametres : on 
le developpera en serie multiple. 



in. — Convergence de la s^rie. 

II reste a examiner les conditions de convergence de la serie (38). 
Nous nous bt)rnerons an cas le plus interessant, celui oil le spheroide 
n'est soumis a aucune influence. Les formules de resolution (39) se 
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reduisent alors a 



V 

^0 — 



.lit ^»ir 



^'*'''^ i I r^r,. . . . sin r,u{f.^d<? 

\ ^^*Jo -o V2(l — COSO)) 

MoDtrons d^abord, ce qui est loin d'etre evident au point de vue 
analytique, que e^ est toujours fini; il suftit de prouver que la pa- 
renthese (e'^ci,n-h e\a,n^i-h ..>-h e]^_^ai) ne devient jamais intinie, 
puisque Finlegrale 



*.K ^0 V'2(l — cos CO 



) 



a la valeur finie 4*^* 

La relation recurrenle qui lie les fonclions e,n de proche en proche 
inontre que cette parenthese est finie en meine temps que les coeffi- 
cients a,n' Or ces coefficients, definis par la relation (36), sont des 
fonctions entieres, homogenes et de poids m des b et des c. Si Ton se 
rappelle les conclusions du paragraphe I, on verra que b^ est une 
fonction lineaire, bomogene et de poids /tz, des quantites G|, G^. H|, 
Ha, A,, Aj, que c,n est une fonction lineaire, liomogene et de poids m, 
des quantiles /^^ H,, Hj, k\, A^ [formules (33) et (38')]. Parmi ces 
quantites, les seules qui pourraient devenir infinies, et cela pour w = o, 
sont G,, Go, Ha, A'j,. Nous allons faire voir qu'il n'en est rien. 

A cause de Tabsence supposee de singularites, on pent, dans les en- 
virons du point M(p, 6, '>{;), developper n' par la formule de Taylor 

Si le point M est sur la ligne de separation de deux portions rac- 
cordees de surfaces differentes, les derivees secondes de n auront en 
general des valeurs differentes de part et d*aulre de celle ligne. 

Quand co a une valeur infiniment petite cfco, 0' et j*' oi\t des valeurs 
-h'rfO et '^ -f- d^ tres voisines de et de ^. Les formules de transfor- 
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Illation (22) (loiinenl alors pour M et d']f les expressions 

dO =z cos 9 ^0), 

^ sin 6/ 

Si done on pose 

dn sino {)/i 
^ (?y sin9 d'\f 

, (}*/i sino d*/i sin*© d^n 

V ^ cos'© 3^ -r-2 cos9-r-4^ 3s^r + . tfl -rn' 
^ (?9* ^sm9 (?5<^tJ> sin* 9 (^* 

il viendra n'= n -h udtii-^- v — ^- Subsliluant celle valeur de n' dans 

2 

les formules (33) et (33'), ou Ton remplacera sinco par rfco, 1 — coso) 
par —J on trouvera pour valeiirs limites de G,, G2, H^ 

G, = 2/1 — i', G,=:: h //- — /^^•, llj=: //-+ m-. 

Ainsi, meme pour (0 = 0,64, ^29 H^ demeurent finis; mais alors ils 
deviennent indelermines, puisqu'ils dependent de Tangle 9, e'est- 
a-dire du chemin que suit le point M' pour se rendre au point M. 
Pour prouver que la quantite 

' </w' sin'w ^9* 

ne devient pasinfinie pour co = o, il suffil de montrer qu'aux environs 

du point M -r- est du meme ordre que sinw =d(i). Cela resulte de 

Texpression precedemment trouvee pour n\ qui, differentiee par rap- 
port a ^, donne 



(^9 



J du . ( . dn cos© dn 
(^9 \ ^(^9 sm9 J'l 



Ainsi les coefQcients e,„ de la s6rie (38) ont toujours des valeurs 
tlnies et, de plus, determinees, car Tindeterminalion du seul element 
qui correspond a to = o ne pent influersurlesintegrales qui represen- 
tent ces coefficients. 

j4nn. de I'ic, NormaU, 3* Serie. Tome III. S.4 
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Clierchons maintenant une limite inferieure de convergence de la 
seric 

( 38' ) e = i\ -h 6', H- <'i -H ...-+- ^m H- 

Si Ton designe par .i,,„ la plus grande valeur absoluc de «,„, par 
*^o» ^\^ ^^'ly •••• ^im ••• une suite de quanliles dont la premiere est 
egale a e^ et dont les aulres sont delerminees par la relation 

on voit, en se reporlant aux formuUs (4o)» M^^ ^m est une limite su- 
perieure de e^n- La convergence de la serie (38') est alors enlrainee par 
celle de la serie 



o — s^'y -H ^i -t- V- J -H . . . H- v-/,;, -h 



On peut remarquer que la serie »i: diverge, si Tun quelconquedes-i,;„ 
est superieur ou egal a I'unite. En effet, c^^ est visiblement une fonc- 
tion entiere, de poids ///, homogene quant au poids, a coefficients tous 
enliers idi positifs ^ des quantites positives X. Si />est un diviseur dcA/i, 

m 

i,n conliendra le terme Co^^^ avec le coefficient -h i . On peut prendre m 
aussi grand qu'on veut; si eV^ est superieur ou egal a i, Cm netend pas 
vers zero. 

On reconnait aisement que la serie ^i: converge si \.i,,„ est constam- 
menl inferieur a un nombre plus petit que^. Celte condition exigeque 
le spheroide ne soit pas trop different de la sphere; en efTet la grandeur 
des quantites ^^^ depend de rexcenlricite du spheroide, puisque n,„ 

est une fonction homogene, de degreentier/w, de n, ^y-rj^ '*', -j-> V-- 

Malheureusement le criterium de convergence suffisante qui vienl 
d'etre indique limite beaucoup plus qu'il n'esl necessaire le domaine 
dans lequel peut se mouvoircette excentricite. 

Lorsque la serie (38') n'est pas convergente, la methode n'est pas 
applicable au spheroide donne ; mais elle convient certainement encore 
aux spheroides intermediaires, definis par Tequation p = R(i 4- a/i ), 

pour toutes les valeurs de a inferieures a 



2max.'v ^r 



m 
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IV. — Charge da sph^roide. 
Revenons a la serie 

el arrelons-la au lerme dc degre m : la densile eleclrique est evaluee 
avec une approximation de Fordre/w. Mais, pour determiner la charge 
M du spheroide, avec la mSme approximation, il suffit, comme on va 
voir, d'evaluer la densite avec une approximation de Tordre m — i. 
Supposons que Ton developpe suivant les puissances de a le quotient 

-- =: (I -h/i a 4-/2 a'-^ . . . -+-/,„ a'«) smOdO cf'|. 
P 

Le polentiel constant a pour valeur au centre 



./ (eo-he',a-h...-he,„a"0(/o-H/ia-f--.--H-/,„a'«)sinQ^d^/+. 

En vertu de la premiere relation (4o)» le polenliel V a, pour tousles 
spheroides p = R(i -i- a/i), la meme valeur 4'^R^o- On en conclut que 
Tegalite precedenle est une idenlite en a; d'oii, en egalant a zero le 
coefficient de a'" dans le second membre, 

' / (^o/m -^- ^j///i-i -h . . . -h f,„) sin 5 dO d^b — o. 

La charge electrique a pour expression 

Mz=z I ed'7=: I e — R(i -|-a/^) 

*^fT J ft P 



.271 >^7t 



\ I (eo-heIa-+-...-^-p,na"*)(I^-/la4-...4-/,„a'«)(I^-a/^)sin^^^^']>. 

Mais, en vertu de la condition (4')> cette expression se reduit a 



"•[^"•-l-'X'T" 



(42) M = R'| ^TzeQ-h > a' / / /i(^o//-t-^-^i//-j-H.«.H-^*-t)sinOf/^t/tJ> 1. 



La fonction e^^ , du plus haut indice qui y figure est e,„^^, et non e,„. 
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V. — Spheroides tr^s pea diiferents de la sphere. Spheroides composes. 

Supposons le spheroiile as^ez peu different de la sphere pour que 
les puissances de n superieures a la premiere soicnt negligeables : 
c'esl le cas Iraile par Poisson. L'expression k\i) donne alors* en y 

remplagant e^^ par t—b-' 

*L'integrale qui figure au secoud membre est proportionnelle a 
Texces du volume du spheroide sur celui de la sphere de rayon R. On 
en conclut qu*au degre d*approximalion adopte, (ous les spheroides 
de meme volume qui possedent la memo charge sont au meme pu- 
tentiel. 

La serie qui represente la densite electrique se reduit a ses deux 
premiers lermes : 



'^ — ^rt -4- ^t — 



47rK ^ irj^ /^ \ an — cos'ij^ J' 



et, comme en verlu des relations (35^ et ( 3(5 ) on a 

/ On sins dn\ 

n cos'a) — /« -h sm<»» 1 cos 5 -r^ H — .— ; ^rr ) 

I — cos 'ii 

il en resulte 



L- • • 



/ On $tii 3 dn V 

COS0i> — /I — Sin'.» C0S5 ^T -^ -^— FTT ) • I , 

' ~ Ci>>'.» ^ a( , — cosf*») 

On resout ainsi, par uneiutegrale definie, le problemeque Poisson 
a resolu au moyen d'un developpement en serie de fouctions sphe- 
riques. 

Lorsque le rayon vecteur du spheroide est, pour toutes les regions 
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(le la surface, une meme fonction des deux angles et 'I* nous dirons 
que le sphero'ide est simple; nous dirons qu'un spheroide est compose 
s'il est forme de portions raccordees de spheroides simples. 

Le probleme de Tequilibre electrique d'un spheroide compose se 
simplifie lorsqu'on connait la distribution de Telectricite sur chacun 
des spheroides simples, supposes complets, qui composent sa surface. 

Pour tixer les idees, nous supposerons que ces sphero'i(les simples 
sont au nombre de deux seulement. Soienl w, w, leurs excentriciles 
en un quelconque de leurs points. Designons par e la densite elec- 
trique en un point de la portion du premier sphero'ide simple con- 
servee dans le spheroide compose, pour un potenliel egal a V; par e 
la densite connue au meme point du premier spheroide simple, sup- 
pose complet, pour le meme potenliel; par^,, £, les quanlites ana- 
logues a e, £ pour le second spheroide simple. Je dis que Ton aura 



V r r n'-^n\ 

, i67:*R / / I — coS( 

( v^ ) 



sin (ti (if,) do 

e n=£ 4- . . __ 

w y/2(i — cosco) 



sinw dfi)d(p 



j _ V r r '^'i — '^' sinw« 

[ *"~" * i^Ti'Wj J I — cosco y/al^r^ 



cosoj) 

la premiere integrate double s'etendant a la portion conservee du 
second spheroide simple, et la seconde a la portion conservee du pre- 
mier. 

Pour demontrer les formules (45), il suffil d'observer que I'expres- 
sion de la densite est 

r /^*^ /^'^ ! ' { ^^^ shi9 dn\ -1 

\r \ 11 'iCOSw — v'-+-Smco C0S93^ 4- -7-^-77 . I , \ 

\t:\\V_ 4 tt ^ ^/ I — cos G) v^^('--^osr,))J ' 

oil la quantite v' affecte, suivant la region oil se irouvele point (co, (p). 
Tune des deux formes analytiques n\ ri^. Si Ton ajoute et retranche 
Fintegrale 

V r r n!_ 

i6n*Rj J I — cc 



f>\nf»idf,)do 

— ? 



COSW y/2(i _ COSGJ) 

elendue a la portion supprimee du premier spheroide simple, Texpros- 
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sion precedenle s'ecrira 



,. I / / /JCOsr» — /r-h siii'jjI coso-TTT +--7— ?- ^T I • » 









V / / '* ~""i ^^" 

I^TT^U / / I— COSCi>.2(7 



COS Ct) ) 



la seconde integrale s'elendant a la parlie conservee du second sphe- 
roide. On en conclut la premiere des formules (45). 

I/extension de ces formules au eas oil les spheroides composants 
sont en nombre quelconque est evidenle. 

VI. — Distribution de r^lectricite sur un condactear ovolde. 

Appliquons ces resullats au conducleur ovolde forme par deux demi- 
ellipsoides de revolution qui se raccordenta Tequateur. Si Ton prend 
pour origine le centre commun, pour plan des '| Fequateur, les equa- 
tions des deux ellipsoides, supposes tres peu di(Terents de la sphere, 
sont 

(4<3) /i = vcos'^, /i,=iviCos'{?, 

V, Vf designant les excentricites aux deux poles. 

Calculons d*abord la charge enfonction du potentiel. Soil R le rayon 
equatorial. L*equation (43) donne 



-^ -rz] I cos*6 s'mSd6d^-h ^ I j cos^ S s'lnO dO dl J . 

(4-) m = vr(. + 1±^). 

Les densites electriquesen deux points situes sur le nieme meridien 
a egale distance de Tequateur sont donnees par les formules (4^), 
qui deviennent 

V V 

(48) ^""'-^76^^''' ^> ""'•"" 76^^''* 



si Ton pose 
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sinw cfco c^9 
I — cosw) 



(49) 



( j_ r f n'— n\ sir 
i ~*/o ./^ I — coscoy^ 

/ / COi! 

,) / I cos--^' — 



0) 

= (v~v,) ; I cos--^' ^^r/9, 



Y designanl le plus petit arc, compris entre le point (0, ^) et Tequa- 
leur, du grand cercle qui passe par le point fixe (0, '>|^) el par le point 
variable (w, ^). 

CommenQons par evaluer t : e'est la densile eleclrique au point 
(0, 'I) du premier ellipso'ide, suppose complet, lorsque le potentiel est 
egal a V. Elle est, comme on sail, proportionnelle a la distance du 
centre au plan tangent mene par le point (0, ^). Au degre d'approxi- 
ination adopte, cette distance est egale a R(i -h n) ; et, si Ton appelle a 
la charge, on aura, en appliquant une formula connue, 

47rR*(i-l-v) 47rR*^ '^ 

D'ailleurs, si dans I'expression (47 ) on fait v, = v et par suite 
M = a, il vient ]x = VR( i 4- ^ )• II en resulte 



; V / 2v\, ^ V / 2 — 3cos-^\ 

i V / 2v,\, ^ V / a 



•2 — 3 cos*6\ 



3 

Passons maintenant au calcul de Tintegrale double (49); en y fai- 
sant 

(5i) cos9'= cos9cosr»> — sin 5 si nw cos o, 

elle devient 

cos'^* / J,f/94-sin'9 / J, cos-9r/(p — 2sin6cosO / }^qx)^(^(1^ |, 
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si Ton posf* 



. :>.^ ) 



COS- 01 COS — , 

sin* - 

■ 

/ sm'^iicos - , 



'2 - 



J 



1 



/ Sin 0) CDS'*) cos - . 

sin'- 
Y ^ 



Enire J, el Jj existe la relation 



cos - 

— ' 

sin* - 

- . 9. 



(V,) J.-J,- I ".^^^-l--, 



2 . y 

sin - 

9. 



qui pormet dc rondure J| de J,. On trouve aisement 



r:»:») 



I •^ :,- — isin^ -H ^sni* '- , 
1 .J 'J! 3 ';» 

J, - : — '31 ( COS 3- -+- ? COS* ^ -h log long ^ j 



Transportonsles valours (54) cl (55) de J,, Ja, J., dans rexpressioii 
1^9) do J. Aprt's ccUc substitulion apparaissent certaines integrates 
oil Y ne tigun^ pas : nous pouvons cvaluer celles-la ; pour les autres, il 
taut cxprimer ^ en function de y- Or y est ce que devient w pour 

0' — 1. Crito hypothese, introduitc dans la relation (5i), donne 

cos 9 .-_ colOcoly. 

dN)u 

. cos , 

siny\ sin' (5 — cos'y 
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Finalement on trouve 




J 4-.5cos'e , „ / cosy log langZ 

^ — ^i ^ J ^ sin*y y/sin*0 — cos'y 

(56) K ?-® 



-¥ -;- cos' 



r '- , 

*/i: ^ I 4- cosy siny v^i — cosy \/sin*0 — cos*y 



T-^ 



Les deux iiUegralcs definies qui Bgurent dans Texpression de J ne 
peuvent etre representees au moyen des fonclions de TAlgebre ele- 
mentaire; la seconde a la forme d*une periode elliptique. Le probleme 
ne pourraii elre acheve que par des developpements en serie que nous 
ne cliercherons pas a efTectuer. 

La formule (56) est inapplicable au pole, oil Ton a 6 = o, y = -• 

Mais, si Ton introduit directement ces hypotheses dans la formule de 
depart (49), on trouve immediatement 

(;>7) Jp HZ 2 TT — 5^-g (v — Vi). 

La formule (56) donnerait un resultat errone si Ton cherchaitaTap- 
pliquer aux points de I'equateur; car, en ces points, Tintegration par 
rapport a 9 doit s'etendre seulement de o a it, et non de o a air. Si 

dans I'expression (49) on fait = -> cos6'= — sincocos^, on trouve 

alors pour valeur de J a Tequateur 




7C 

/sin*wc 
sm« 



7C 

cos- , , 

(58) Jk= I cos«9e/(p I ^^ = ^(v-v,). 



Aux poles, les formules(5o) donnent 
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h Tequaleur, 

En portanl ces valeurs et celles de Jp (57) el de Jr (58) dans les for- 
inules (48), on Irouve : 

Densite au premier p61e -. — =7 M -+- o -+- ^ ^~" ' ' ( ^ — v, ) 

47:11 1^ «> (> I 

Density au deuxieme pdle. . . j-;^^ M "^ T "" _^_?_Ilil(v — v,) I 

4 7:l\ j^ o (j J 

Densite a i'equateur 7 — ^ 1 1 5—^ j • 

Comme on devait s'y attendre, la densile eleclrique resle continue 
lorsqu*on passe par Tequaleur de I'un des demi-ellipsoides a I'aulre. 



DEUXIEME PARTIE. 

LES COXDLCTELRS OUVERTS. 



CHAPITRE I. 

th£orie g£n£:rale 



I. — £quation caract^ristique des conducteurs ouverts. 

Nous supposerons la surface ouverle S depourvue de toute singula- 
rite; telles son! la zone, la calotte splieriques. Pour eviter les lon- 
gueurs, nous dirons que Tune de ses faces est exterieure et Tautre 
interieure. 

Soient 

M et M' deux points de la surface S, supposee conductricc et cliargee 
d'eleclricite; 
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/• la distance de M a M', en grandeur et direction ; 

MN< la normale exlerieufe; 

MN2=/iIa normale interieureau point M; 

^1, e^ les densiles des couches electriques exterieure et interieure au 
meme point; 

e\, e[^ les densiles exterieure et interieure en M' (ces densitessont par- 
tout finies et continues excepte sur les bords) ; 

Q/ un des p points electrises qui agissent par influence sur S; 

y/sa charge; 

T/ la distance de M a Q/. 

Supposons qu'on sache resoudre ce probleme : Irouver la couche de 
densite ^1-4-^^ en equilibre sur S sons Tinfluencc des masses fixes 
donnees. C'est le probleme ordinaire de potentiel de surface pose par 
Green et par Gauss. 

II reste a repartir cette couche entre les deux faces du conducteur. 
On va voir qiie, pour faire ce depart, une quadrature suffil. 

La surface conductrice S resulte de Taplatissement indefini d'un 
conducteur d'epaisseur tres petite dont la face externe S| et la face 
interne Sa tendent vers S comme limite commune. C'est sur ce con- 
ducteur mince que nous allons raisonner. 

La normale a S au point M perce S| et Sj en deux points M, et M^. 
Dans le plan tangent a S au point M decrivons de M comme centre un 
cercle C de rayon tres petit, quoique tres grand par rapport a I'epais- 
seur MilMa; projelons ce cercle en C|, C.^ surS|, Sg. 

Les composantes normales de loutes les repulsions qui agissent au 
point M, interieur au conducteur SiSj, s'entre-detruisent pour Tequi- 
libre. Sans entrer dans des explications inutiles, nous voyons que les 
diverses parties du systeme donnent, suivant la normale interieure//, 
les composantes suivantes : 

Le cercle Ci ~\- 2 Tie,, 

Le cercle C2 — 27:^1, 

Le reste du conducteur — / ^— ' ^—z — ^ db , 



s 
p 



Les masses induclrices . 



Scos(r 



cos(o, n) 

7i 



>' . Ii</I5l> 









h7f9olU«»K-:. J<-|rriiuiH i;i dinerntic* nbcrcbe^ ? — «. i* Jir»uiiifliif 
< :f^hnfi «ia»ir |tMi uiti* quiidriituft' lioubic. 

iCr HtQ>ifit ( , <> (111 rctrurivr roquatioii loctumEBtle^ *iii srrrfi^ 

fl<rM«Mf till ku< liMiuU b.ii cUiM k.i ilitlrrriiet' < — c. li'ji: ^ir- aosei. ;u 
N«ofM»-i* iiMf i^«li4f*»i iJifeUMi't ijii rontoui. Vonr aiiii fT< <»ii' -lEM*. i 
M» «f«4'f'<lf tor i|««i 1^* itiMiiiiirtii iiuivfloti iioit itrt- renpifcr : «s«9i: 11 
41 I) MMf» fiitiai^* tin iti^iiitt-icai Mtktei^. it- premtfr ii ii%ititLGt imi' 
ill* ^4*fii\ (1 «rt<iuii i> ili^i4i4i^i iMUuimi^Qi fiiaitc dii bond, ir rm»irfa«^ 
4M< (f i^^rril h«cMi ^i> )tftMi ».f It pri'fifsndtriitairc abais&Or »ii. seDint. 
•ffi |i iMilliMft . «» 1 III. ^ii^i:. MM =- ; MM,. = /f». AI'M == ^. &« i»>miiit 
' . • J h)Miii4i4irtti ^i4HU^i (J, M . 4«>i( i^ter iVtiii ordri- infm<u* ^ •casiu. 

i» ■ 
tfU«|^:iH ^i|i i> rfi'iTiiMiUc'i^i. «|t4>milh ttiur Mir tr r*mDia:. oi'iL uui 

iJii."^ IaiihU i«» Utx44»Ui Mki III. iMv^iM". ai%ii*i ipn^4. 

.»* Ni U viiuilu.'Kih ti4» v%uv*-.\%^ -ii ^ouiiraii ii loucc iiiDueni'^. i;i 
lUra^Ui iMvi.Miii|iii K\\\ (iii^ MCI- -u*. lau. M^uai »fi^ h li*iH» excerne qu'au 
1^01111 ViMiv)|iiii4iiii\i Ut t., |..4,.i lawru-*. -^i, vMi >'«tui dv la convexiif 
>«i^»i(niMH . uiu> ko tMofu^^iu i(ib uiUk-JU. iiius rimojri''»lt' de l;t for- 
iiidM ^u >%Mii |ti%4iiU^ iM Ui i-AuilH \\w. u. .»iut^' oxumie esi plus 



•>ri#r; ur^^ijitru }mipvi«tir <i)qkrMimi. «. 111 ^Viaii luuiiiiTi' de uoniloc- 
^*jr;.- rA>i' ^t^a^c^^t^. ltll»^sllulu^ nut HiiVhun imv*a?h S, liniiittr par un 
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contour ferine K. Soil co I'angle solide sous lequel on voit le contour K 
d'un point quelconque de I'espace. Concevons la surface limitee lieu 
des points co = 21: et la surface illimitee lieu des points (0 = 0, qui se 
raccordent le long de K, et supposons que S ne coupe ni Tune ni 
Tautre de ces surfaces. 

La surface conductrice S peut etre regardee comme la limile d'un 
conducteur extremcnient mince, dont la face exterieure S, et la face 
interieure Sj se coupent suivant Tarete saillante K. Soient (jL = crfS, 
(x' = e'rfS deux elements electriques correspondants de S, et de S^. 
D'apres un theoreme de Gauss, les sommes des composantes normales 
des repulsions exercees sur S par ces deux elements ont respeclive- 
ment pour valeurs (jlo) et — (x(4i^ — co). Quant aux elements silues 
sur I'arete vive, dont Taction serait facile a evaluer, il est inutile de 
s'en preoccuper, car nous venons de montrer que leur tolalite ne re- 
presente pas une quantite finie d'electricite. En exprimant que les 
composanles normales des repulsions exercees sur la surface S, inte- 
rieure au conducteur mince, par toute Telectricile repandue sur les 
faces S|, S2 ont une somme egale a o, on a 

(60) S^"^" J^l^n^TT — W). 

Designons par m la charge exlerne, par m! la charge interne, par iM 
la charge totale, par (Of le maximum et par o), le minimum de co. L*e- 
galite (60) donne lieu aux deux inegalites 

(61) /?i&)i> m'(47r — w,), mw,<m'(47r — w,), 

d'oii 

/.- N Wj m! Wi 

i\Tz M 4^ 

II en resulle m^m\ On reconnait aisement que cette conclusion 
s'applique a fortiori a lout conducteur S qui couperait la surface (0 = 0, 
sans couper la surface co = 27:. 

Comme premifere application des formules precedentes, proposons- 

nous de determiner deux limites inferieure et superieure du rapport -^ 
pour une calotte conductrice resultant de la section d'un ellipsoide de 



S.38 G. ROBIN. 

revolution allonge par le plan (i*un parallele. Soient a Tangle du plan 
(le base avec le plan tangent tout le longdu contour, ^ le demi-angle 
au sommet du cone de revolution sous lequel le contour est vu du 
sommet de la calotte. Les angles solides correspondants sont 2a et 
27r(i — cosP). Des considerations geomelriquesassez simples monlreni 
que ce sont la le maximum et le minimum designes par (0| et 0)2. La 
formule (62) donne alors 

,^^. 1 — cos3 m' a 

(63) < TF < 

2 M 27: 

Comme deuxieme application, cherchons a construire, sur un con- 

tour donne K, une surface conductriee S pour laquelle le rapport ^ 

ait une valeur donnee X, plus petite que 2. Inequation (60) montre 
qu*il suffil de prendre pour S le lieu des points d'oii Ton voit le con- 
tour K sous Tangle constant ^7:}^. En particulier, si Ton veut que la 
charge interne soit egalc a la charge externe, Tangle en question sera 
egal a 2 7:. 

Si sur le contour K on conslruit, en dessus, la surface a> = 4i:X et, en 
dessous, la surface complementaire o) = 21: — /iirX, ces deux surfaces 
sc raccordent; et, si Ton appellem"' la charge repandue sur la seconde, 
le charge totale conservant la meme valeur M que precedemment, on 
trouve, en exprimant que lasomme des composantes normales des re- 
pulsions electriques est nulle sur toute surface interieure au conduc- 
teur ferme et s'appuyant sur le contour K, 



IT" ' 



m' 



d'oii Ton conclut, puisque ^ = A, 



(64) m' 



m" 



Si done on supprime le segment inferieur el qu*on restitue la charge 
de ce segment au segment superieur, cettc charge se partage en deux 
parties egales entre les deux faces du segment conserve. 

Cette propriete appartient a toute surface fermee percee de tres pe- 
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lites ouvertures de forme quelconque et en nombre quelconque/?. Sup- 
posons d'abord la surface intacte. En appelant m^ la charge porlee par 
la i*^™* calotle, non encore supprimee, o), Tangle sous lequel on voit 
cette calotte d*un point quelconque de la surface portanl la charge [jl, 
on trouve, par des considerations analogues a celles dont nous venous 
de faire usage, 



V p 



(65) \jC.fxw,= aiTym;;. 



!•* 



ou 



Supprimons maintenant toutes les calottes et conservons la meme 
charge lotale : Telement eleclrique, qui etait (x en un point exterieur, 
devient (x(i -h e); a Tinterieur, de o il devient u.', etl'on aura 

1 1 

/' p p 

1 1 1 

• 

On doit admettre que £[jl et [x' sont du meme ordre de grandeur 
(pour la sphere, comme nous le verrons, on a £(jl = — [jl'); il en re- 
sulte, (i>i etant infiniment petit, que dans Fequation precedente le 
second terme du deuxifeme membre est negligeable vis-a-vis du pre- 
mier : 

/' p 

(66) \ j\ fxw/= 47r \ m;. 

1 1 

La comparaison enire (65) et (66) donne 

p p 

(67) Zj^'^IZj^'' ^' ^' *■• ^' 



Les principes que nous etablirons plus tard permeltent d*aftiriner 
que la distribution electrique sur une surface percee d*ouvertures tres 
petites en nombre quelconque resulte de la superposition des distri- 
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bulions sur cette mfime surface percee d'une ouverture seulement : on 
a done separement m^ ^={m\. 

On peul verifier ce resultal, par un calcul direct, sur une sphere 
percee d'uoe petite ouverture circulaire, en prenant ponr point de 
depart I'expression de la densite electriqne sur la calotte splierique 
donnee par sir W. Thomson ('). On reconnaiira de plus que la charge 
inlerieure se concentre presque tout entiere sur les bords de la petite 
ouverture, de sorte que le plan d'epreuve, introduil a I'inlerieur de 
la sphere creuse, ne revelera aucune trace d'electricite. 

III. — Condnctenrs oaverts de tarme spbiriqne. Disques plans. 

Revenons k I'equation fondamenlale (Sp) et appliquons-la k nn 
conducteur forme par une portion de surface spherique limilee par 
un ou plusieurs contours de forme quelconque. Nous nous dispense- 
rons de developper les calculs, parce qu'ils sont de tout point sem- 
blables a ceux que nous avons elTectues dans la premiere Parlie 
(Chap. I, g II) pour determiner I'influence d'un point electrise sur une 
sphere complete. 

Soient V le potentiel du conducteur ouvert; / le diametre de la 
sphere dont il fait partie; en le siipposant soustrait a toute influence, 
on Irouve 

(68) '•-'•= ^f 

Done, sur un conducteur spherique isole, la densite electrique en 
un point quelconque de la face externc surpasse la densite au point 
oppose de la face interne d'une quanlite constante. 

Cette propriele subsiste pour un nombre quelvonque de conduc- 
teurs ouverts apparlennnt geometriquement a la meme sphere; il 
suffit, dans la formule (68), de remplacer V par la somme ^V de 
leurs polentiels : on voit que I'exces e, — e.^ est te meme pour tons tcs 
conducteurs, quels que soient leurs potentielsrespeclifs. 

ConsideroQs mainlenant un conducteur spherique soumis a I'in- 

(«) Heprint, p. i85; 187a. 
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fluence (Fun point electrise de charge ^,, dont la puissance par rap- 
port h la sphere de diametre/sera designee par/?,. L'equation (Sg) 
donne 

(69) e,-^e,^^,- ^'^* 



27:/ 2 7r//J 

L'exces e^ — e^ est egal a la densile de la distribution qui serait 
induite par le point electrise sur la sphere complete, supposee au 
meme potentiel que le conducteur ouveri. Si le point electrise est 
situe sur la portion de la sphere laissee vide par le conducteur et que 
ce conducteur communique avec le sol (V = o), la densite est la 
meme aux points en regard des deux faces. S'il y a en presence plu- 
sieurs conducteurs appartenant a la meme sphere, il suffira, dans la 
formule (69), de remplacer V par 2V. 

Du cas d*un conducteur spherique on passe a celui d'un disque 

plan en faisant/= oo, /?, = oo, lim ^ = A^, h^ designant la distance 
du point electrise au plan du disque. On obtient ainsi 

(70) e^ — e^^—-^ — J. 

' 27r/*J 

III. — Influence de masses fixes sur les conducteurs ouverts. Reduction 

du probl^me de la distribution electrique. 

Nous avons signale dans I'lntroduclion la difficulie presque tou- 
jours insurmontable du probleme complet de Tequilibre electrique 
d'un conducteur, probleme qui consiste a determiner la distribution 
de relcclricite pour toutes les positions possibles des masses induc- 
trices. La difTicuUe dont nous parlous pent etre notablement reduite 
dans le cas tres etendu que voici. 

Le conducteur ouvert S est un fragment d'une surface conductrice 
fermee ^^ pour laquelle le probleme de la distribution electrique a 
ete, par hypothese, resolu completement . II s*agit de determiner Tin- 
fluence sur S d'une masse eleclrique occupant dans Tespace une posi- 
tion quelconque. Nous allons montrer que cette influence peul etre 
calculee au moyen d'une quadrature, quand on connait seulement 

Ann, de Vp.c. Kormale. 3* Sorie. Tome HI. S.D 
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Taction sur le conducieur S d'un point courant du fragment S' confi- 
plementaire de S(S -h S'= 2). 

Soil en effet t la densile conniie de la distribution induite par les 
masses donnees en un point M de la surface fermee 2, supposee au 
pptenliel V. Prenons ce point M sur la region S'. On connait par liy- 
pothese la distribution induite par Telement electrique — erfS' sur le 
conducteur S, suppose au potentiel zero. En vertu du principe de la 
superposition des influences, on pent en conclure, par integration, 

la distribution e appelee sur S par la charge totale — / erfS' du frag- 

ment complementaire S'. Repandons maintenant sur toute la surface 2 
une charge de densite -\- e. La region S' est ramenee a I'etat ncutre, el 
le conducteur S se trouve en equilibre electrique, avec la densite e -he 
et le potentiel V, sous Taction de la masse donnee. II ne resle plus 
qu'a repartir la couche e -h- t entre les deux faces, conformement a la 
formule (Sq). 

S'il n'y a pas de masse inductrice, la methode indiquee donne la 
distribution electrique de potentiel V en equilibre d'elle-meme sur le 
conducteur S. 

Comparons maintenant la valeur des densites electriques au meme 
point du conducteur complet 2 et du conducteur ouvert S, pour un 
meme potentiel V. Sur 2 la densite est e, sur S, e -h e : elle est plus 
forte sur Sque sur 2. 

L'inverse a lieu pour les charges : 

Charge de i; fzdl = f edS -h fedS', 

Charge deS f{e-i-B)dS= fedS-h fedS. 

Or la charge / edS^ induite sur S par la charge — / erfS' repandue 

*/g */g, 

sur S', est plus petite que cette derni^re en valeur absolue. Si done on 
delache un fragment d'une surface conductrice fermee et qu'on main- 
tienne le fragment conserve au meme potentiel, la charge se trouve 
diminuee. 
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CHAPITRE 11. 



SURFACES CONDUCTRICES A CONTOUR MULTIPLE. 



I. — Reduction au cas des conducteurs & contour simple. * 

Nous arrivons a la reduction imporlante dont il a ete parle dans 
rinlroduction, et qui ramene Tequilibre electrique des surfaces con- 
duclrices a contour multiple a celui des surfaces a contour simple. 
Pour abreger, nous appellerons calotte toute surface ouverle a contour 
simple, zone toute surface ouverle a double contour, que les bords 
soient des lignes planes ou gauches. 

.le rappelle qu'un point electrise induit sur un conducleur au poten- 
liel zero une distribution dont la densite a partout le meme signe; ce 
signc est conlraire a celui de la charge du point. Ceci nous pennetlra, 
dans ce qui va suivre, de mettre en evidence le signe des densiles 
Dorenavant, quand nous parlerons de Tinfluence d'un point electrise 
sur un conducteur, il sera sous-entendu que ce conducteur est au 
potentiel zero. 

Considerons une surface fermee 2 divisee en trois parlies r deux 
calottes C et C et une zone B. Nous pouvons, d'ailleurs, concevoir 
d'autres divisions de la surface 2; supposons-la doublement connexe, 
ayant la forme d'un tore. Coupons-la par deux plans, dont Tun detache 
une calotte C, Taulre un tube courbe a double contour C; la partie 
restante B est une surface tronquee a triple contour. Les raisonne- 
menls subsequenls s'appliquent aux fragments C, C, B, tels qu'ils 
viennent d'etre definis. 

Supposons que Ton connaisse : i^ la distribution electrique sur la 
surface 2, soustraite a toute influence ; 2^ Tinfluence sur la calotte B 4- C 
d'un point electrise occupant successivement toutes les positions pos- 
sibles sur la calotte C complejnentaire de B-+-C; 3** I'influence sur 
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B -h C d'un point courant de C. De ces donnees on peul, comme on va 
voir, conclure la dislribulion electrique en equilibre d'elle-meme sur 
la zone B. 

Soil e la densile electrique (*) en un point de 2 pour un potentiel 
egal a V. Rcpandons sur C et C une couche de densite — e. La 
couche —€ repandue sur C induit sur B -h C une couche dont nous 
designerons la densite par ^^ en un point de B, et pary, en un point 
de C. La couche repandue sur C appelle sur B -+- C une distribution de 
densite ^\ en un point de B, Yi ^^ tin point de C. Par hypothese, on 
sait calculer, et cela au moyen d'une integration, ^i, y,, p',, y\. Distri- 
buons enfin sur 2 une couche de densite 4- e. La superposition de ces 
divers ctats d'equilibre donne le resultat suivant : la zone B est en 
equilibre electrique, avec la densite e -4- p, -+- i^\ et le potentiel V, sous 
rinfluence des couches y, et y\ repandues sur C et sur C. 

Une couche de densite — y\ repandue sur C induirait sur B -+- C une 
distribution Pa, y^; une couche — y, repandue sur C induirait sur 
B -h C une distribution p^, y'^, que Ton sait calculer. Superposons ces 
nouveaux equilibres au precedent : la zone B est alors en equilibre elec- 
trique, avec la densite e -h 3, -f- p, 4- ^2"+- Pa et le potentiel V, sous 
rinfluence des couches ya et y'^ repandues respectivement sur C el 
sur C. 

Continuous de celte maniere indefiniment. Les couches qui, apres 
la n'^"^^ operation, restent sur C el sur C ont des densites y„, y'„ qui 
tendent vers zero, comme nous Tallons prouver. 

En vertu d'une propriete bien connue, la charge — C^_, qui reside 

sur C apres la /i — i*^"* superposition induit sur B-hC une charge 

totale B;,-+-C;, plus petite que C^_,. On a, par suite, les deux series 

d'inegalites 

B| -+- Ci < C'o, B'j -f- C\ < Co, 

B,4-c,<c;, b;4-c,<q. 



B„-:hC;,< C'n-x, B';,4-C„<C„_,, 



( > ) Ou plutot la somme des densil6s en deux points opposes des deux faces externe et 
interne du conducteur. C'est en ce sens qii'il faut entendre le mot density dans tout ce qui 
va suivre. 
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que Ton peut ecpire 

'^i -^ Ci < C'q, B'l -h C, < Co, 

b;4-c;<c„ B,-f-C2<c;, 



^^~+~ ^//<^ C„-i, B„4- C,, < C,,_i. 
On en deduit d'abord, en supposant n pair pour fixer les ideos, 

Lo ^ L«| !!> Lj ^ . . . ^ L;i, 
'-'0 -^ '^1 -^ '-'I -^ • • • ^ ^/i > 

d'oii Ton conclut que les differences Cq— C;^, C'^, — C,, sont positives et 
finies. On en deduit ensuite, par voie d'addition, 

(71) B,-^B;4-B,-^B;4-...-^B«4-B;<Co-c„-hc;-c;, 

ae 

ce qui niontre que la serie \ (B«-4-B),) est convergente. II en est de 

1 

ae ao 

meme a fortiori des deux series \ B,^ et \B),. Done B;, et B,^ tendeiit 

1 1 

vers zero. 

Remarquons maintenant que la charge — C^,_^ induit sur Tensemble 
de la zoneB et de la calotte C la charge totale B;,^- C;,. 

Si C;i ne tendait pas vers zero, le conducteur continu B -f- C serait en 
equilibre electrique avec une charge differente de zero sur la region C 
et une charge nulle sur la region B, ce qui est impossible (*). 

Ce qui est vrai des charges Test evidemment des densites : y^ et y^, 

tendent vers zero ; les seriesN ^^ ^t / P« sont convergentes. 

1 1 

On peut observer en passant que, si dans Tinegalite (71) on fait 

/^ = 00 et qu'on ajoute aux deux membres Bq, charge de la zone corres- 



(0 Car le potontiel, nul sur lo conducteur B + C (od ii est maximum), est n6gatif en 
dehors. En passant par la region B, suppos^o sans charge aucunc, il se continuerait sans 
discontinuity pour aucuno de ses d^riv^os. D^s lors, si d'un point do B comme centre on 
d^crit une petite sphere, la valour du potentiel au centre, moyenne entre les valours aux 
divers points de la surface sph^rique, serait n^ative. 
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pondant u la distribution de densite e^ od aura 

(72) BoH- B, 4- b; 4- B,4- b;h-. . . < Bo-h Co4- c;, 

c'est-a-direque, pourun meme potentiel V, la charge de la zone B est 
inferieure a celle de la surface fermee 2 dont cetle zone a ete detachee 
(theoreme deja demonlre). 

De ce qui precede nous concluons que la zone B est d'elle-meme en 
equilibre electrique, au polentiel V, avec la densite 

II ne resle plus qu'a repartir la distribution irouvee entre les deux 
faces de la zone. II sera bon de faire ce depart pour les couches succes- 
sives que represenlent les lermes de la serie (73). 

On pent, d'apres les memes principes, delerminer Tinfluence sur la 

zone B d'un point electrise de charge q situe sur Tune des calottes C ou 

C, sur C par exemple. Ce point appelle sur B -4- C une distribution 

de densite — 6|, — c^. La couche h^ repandue sur C induirait sur 

B -+- C une couche de densite — h^, — c^. La couche h\ repandue sur 

C induirait sur B -h C une couche de densite — h.^, — c^, et ainsi de 

suite. Un raisonncment caique sur celui du cas precedent prouverait 

que la zone B est en equilibre electrique, au potentiel zero, avec la 

densite 

— (^,4- b\-^ 6,4- 6', 4-...), 

sous riniluence de la charge q concentree au point considere de la ca- 
lotte C 

Si maintenant on connait Tinfluence sur la surface fermee 2 d'un 
point electrise situe d*une niani.ere quelconque dans I'espace, on pourra, 
du resuhat qui precede et d'un theoreme demontre precedemment 
(Chap. I, § III), deduire I'influence du meme point sur la zone B. Lc 
probleme complet de la distribution electrique sera resolu pour oette 
zone. 

Considerons enfin une surface conductrice B a /i contours; elle re- 
sulte d'une surface fermee 2 parTablation de n calottes C, C, C", ..., 
0""*^ Supposons que Ton connaisse : 1® la distribution electrique en 
equilibre sur 2 ; 1^ Tinflucnce d'un point quelconque de Tune des ca- 
lottes C, C, C", . . ., 0""'^ sur le conducteur obtenu en detachant de 2 
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ceite seule calotte; on pourra resoudre leprobleme de Tequilibre elec- 
trique du conducteur a n contours B. II n'y a pas lieu d'insister sur 
cette facile generalisation. 

Ainsi s'opere la reduction que nous avions en vue. Un contour de 
plus dans la surface du conducteur amene deux series infinies de qua- 
dratures a effectuer. On congoitalors combien la solution du probleme 
de la distribution de I'electricite sur une zone spberique doit etre com- 
pliquee, comparee a la solution si simple que sir \V. Thomson a donnee 
du meme probleme pour la calotte spberique. Dans le passage de la ca- 
lotte a la zone, les difficultes se multiplient dans la meme mesure que 
lorsqu'on passe d'une spbere unique a deux spberes electrisees. 

Nous avons vu que, pour un conducteur spberique de diametre/au 
potentiel V, la difference entre les densites externe et interne est con- 

y 

stante et 6gale a — ^; il en resulie les expressions suivantes de ces 
densites : 

V J V 

Density exl6rieure. . . — t-h- > (3«-hP'«)» 

2 Try 2^^ ^ 



Densite interieure ... - N (?/i-i-p'„). 



Sir W. Tbomson a determine rinfluence sur une calotte spberique 
d'un point electrise situe sur la calotte complementaire. On pent done 
aborderle probleme de la distribution electrique sur une spbere percee 
d'ouvertures circulaires en nombre quelconque, et en particulier sur 
une zone proprement dite. 



CHAPITRE in. 

DISTRIBUTION DE L'fiLECTRICITfi SUR UNE ZONE SPHfiRIQUE. 



I. — Forlnules de resolution. 



Coupons la figure par un plan meridien. La base superieure de la 
zone a pour trace sur ce plan la corde AA' et la base inferieure la conle 
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BB'. Soient C, C les poles superieur el inferieur des deux cercles de 
base. La zone A A'B'B est obtenue en delachant de la sphere les deux 
calodes CAB, C'A'B'. Soient P un point de la zone, Q un point do la 
premiere calotte, Q' un point de la seconde. Posons 

CA^-., CA-a', CP==r, 

C'A = a, C'A'=a', CT'=r', ^^"'^^ ^^-7, ^^ -J- 

Pour appliquer la theorie qui vient d'etre exposee, il faul connaltre 
la densitede la distribution appelee parun element electriquo situeau 
point Q de la calotte CAB sur la calotte complementaire CAB, sup- 
posee au potentiel zero. 

Si Ton appelle 4^ Tangle des deux plans meridiensCPC, CQC, I'ele- 
ment de surface au point Q a pour expression qdq di^. La densite de la 
distribution induite par la charge elementaire hq dq d^ est la meme sur 
les deux faces de la calotte CAB, en un point quelconque P; ellea pour 
expression (si on la double, afin d'ajouter les charges des deux faces) 



i_/a}—_q^liqd(id^ 

' -^ '' ^l 1/ ,.S n^ ---2 



QP 



(roir Thomson, Reprint, p. i83; 1872). Si Ton remplace QP parsava- 
leur en fonction de r, y, ^ et qu'on integre par rapport a ^ de o a 21:, 
on aura la densite induite au point P par une charge uniforme repan- 
due sur tout le parallele Q, savoir 

Cela pose, une couche de densite y,„ repandue sur la calotte CAB 
induira au point P de la calotte CAB la densite 

et au point Q' de la meme calotte, une density que Ton trouve facile- 
men i egale a 

( -- ) y' -^ r ^'~ ' V"^' - ?' rf(^. ) 
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Posons, pour simplifier, 
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It » 
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On aura, pour resoudre le probleme, les formules 



(8o) 






auxquelles il faut adjoindre cellcs-ci 

(80 yo = /o = ^= ^ 



2Tr/ 

Les limites des quanlileso?, x\ v, j' sont donnees par le Tableau : 

(89.) \ - y -J - y 

Dans ce qui suit, nous supposerons a et a' plus petits que Tunite, 
c'esi-a-dire la zone plus grande que Tune et I'autre des calottes CAB, 
r/A'B'. A cette condition, les developpements en serie auxquels nous 
allons parvenir seront convergenls. 

II. — Calcul de y',„+,. 

Le probleme consislc a delerminer ^'^^ et ^,nn mais il convienl d*abord 
de chercber la forme des inconnues auxiliaires y,,,, Y;m» qui ne devien- 
nent jamais intinies. Nous allons voir que ces inconnues sont develop- 
pables en series iriples ordonnees suivant les puissances enlieres de x 
(ou x'), \jaL, \/ol\ Ces trois quantites sonl plus pelitcs que 1 : si nous 

,-/////. fU' I'F.c. Normule. 3® Scrlc. Tome IIF. 5-7 
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appelons ordte d^un tenne la somme des exposants de x, a, a' dans ce 
terme, nous reconnaitrons que le premier lerme de 7,,, est de Tordre 

m-\ ; c'est, a un Tacteur numerique pres. 



1 lit m ' itt iti 

* a* x'* \- a' a'* si m est pair, 

< 83 » -^« = i / 

I lit — I m-^l / m — I m — I 

' a * a' * \ ^ ' ^' " ^^ ^ ^^* impair. 
Posons done 

(841 v,„=4:A„V V V*„,fv./.,/.'.x>a*a'i 



^A„y ^ y*„.(v,/.,/.' 



7 = >. = #.■=• 



et clierelions si 7^.1 ^^^ susceptible d*une expression de la meme forme 



V = je A - « / • = 



<^^^ Vm^l=^Z^l-^'m.l\ \ \*m^i(v,A,A')j:' 



^ 3t*^ 3t''' 



V = # A=« /.=• 






1 I 

1 a* a'* V a* y* si //i esl pair, 

la* a' • V a * ^' * ^' '" ^^^ impair. 

II s'agit de determiner le coefficient numerique <I*]^^, en fonction 
de 4>^. On peut remarquer qu'en verlu de la symetrie entre a el a' on 
a Tegalite 

Notre analyse montrera que 4>^(v,X, >/) est uoe fonction ratioonelle 
des arguments entiers v, A, A'. 

Pour calculer <J' ^. revenons a la formule 



(80) 






Si Ton developpe -, el . suivanl les puissances crois- 

sanies de a:\ le terme de degre / — 1 dans le premier devcloppement 
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el le lerme de degre v — i -4- i dans le second seront respectivemenl 

r\ I » 1 .3. ..[2(v — 1) H- ll 

On a done, en convenant que ^ r^ — H = ' P^^r « = v -f- 1 , 



V = «o |=V+-1 



(«9) 






' ^ V=:0 » = l 



el pour loules les valeurs de x\ qui, d'apres les hypolheses, sont com- 
prises entre o et i, cette serie est absolument convergente, comme les 
deux series dont elle est le produit. 

La substitution de la serie (89) dans Texpression (80) donne 

(C.O) V --V^-I^V^/v r V'n'S 1.3... [2(V- 0-4-1] (14-^)-^ 

V=0 J^ 1 = 1 

En developpant (i -f-o?)"', on obtient une serie absolument conver- 
gente entre a? = o et a? = i , et dont le terme de degrey est 



/(»+i)---(^-+y-i)^,_ 

^ 1 .2. . .y 



Si done on pose 



l=rV4- 1 

i = l 

en convenant que, poury = o, -^ — ^^ — ~ =1 i , on aura 

A • ^ • • • c 

Nous avons suppose Y;^ exprimable par une serie triple de la forme 
(84 ). Cette serie se reduil, pour Yo» au seul terme constant e = — -:♦ 
en verlu de la condition (81). Les transformations que nous aliens 
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laire subir an second membre de Texpression (92) ameneronl alors 
pour y', one serie absolunient convcrgeiUe, comme on pourra s'en con- 
vaiocre en suivant les operations une a une. II en sera de ineme pour 
Y, ; la serie Yi elant absolunient convergente^ les memes transforma- 
tions donneront pour y'^ ^^^ serie absolument convergente, et ainsi de 
suite. 

Prenons dans Ym le terme-;:;^A;„4>^(/i,/, /')a7"a'a"', etdanslVxpres- 

sion de Ym+i metlons en evidence sous le signe / le terme 






Faisons n '^-j = k^ d'oii 

n — k—j (y = 0, 1,2,..., A); 

le terme en x^a'a"' sera 
si Ton pose 



/=• 



I/integration donne 






.- a 



Faisons t = \\ it -j- / = >., d'oii 

/ = ). — A- ( A- HZ o, I ,...,>.) ; 

le terme en a^a'^ sera 

^ f— \r^ a 
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el si Ton pose 



A^O 



on irouve finalementt comme nous Tavons annonce, 



V = CO X = • >/= 



(95) y«+, = :|^.AU^ y ^*'„,,(v,X.X')^'va^«'V. 



V = A=0 X'=o 



Si, dans la ormule (94)» on remplace les symboles '\f et / par leurs 
valeurs (91) el (gS), on aura 



=<-'• s s s 



2 A: + 3^ i.2...y i .2. . .(v — /-h i) 2^-' 

ilr = /=0 1=1 

Comme Yo se reduit a la conslanle e, il en resulle <l>^,(v,X, V) =0 
pourtoules les valeursdes arguments, sauf pour lesystemev=X=X'=o, 
qui donne $'^(0, o, 0) = i. On voit alors que $'^^,(v,X, X') est une 
fonction rationnelle des arguments entiers v, X, X'. 



III. — Calcul de (3';„+i. 



Arrivons enfin au calcul de 



G 



(79) ^'m^i = f ^ -^ -^^djc. 



Dans le developpement de Y;„, prenons le terme 



^A;„a>;„(/l,/,/')^««'«'^ 



/ 
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elcffectuons la division 



^^ ^a?'»-«— 7a7'»-'-h...4-(— 1)>'-^-'7^^-»^'»-^-« + ... 



(97) Y'^^ yn 



x-^- y 



II y aura dans Texpression de P'^^, trois sortes de termes de nature ana- 
lyliquedifTerente, suivant qu'ils proviendront de (— i)"— ^^^ — :>de.r"~\ 
de (- rr^« v^^•x"-^-^ 

r* Termes qui prwiennent de (— i)"— =^^ — L'integration donne 

% A„.(- .)' v-*„(/i, l,l')»'»"-f y/j -^. 



t: 



-= ^A„(- i)-.y-a'«"' *„(«,/,/') (^y/| -arc tangy/|)- 
Le terme en arc tangi/* fournit a p„,+, la serie triple 

V=:« A='a» A'r=a» 

(98) - ^ A« arc tang 4/I ^ ^ ^ (-!)**« (v,).,X') rVa>«'i. 

Quant aux termes en i/-> nous les separerons, pour en tenir compte 

lout a riieure, en deux categories, dont la premiere comprendra les 
termes correspondant a /i = o, savoir 

(99) ^A«*«(o,X,V)«^a'^-y|, 

et la seeonde les termes correspondant a toutes les valeurs v + 1 de /i 
autres que zero, savoir 

(»^^ -^^v^-(~0^"V"«^^'^'*,«(v-^i,/.-i,V)y^ 
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2" Termes qui proviennent de ac"~* . — On Irouve en integrant 

= ^A„y/| ^-^*.(n. /./')«-'«"•. 

Aux termes de cette nature il faut reunir le terme (99) correspon- 
(lant a n = o. Si Ton pose /'= X', n + /= X, d'oii 

/ = X — n ( /i = o, I, 2, . . ., X), 
el 

(101) F„,(>,v)=y — ^<i>,„(/i,x--/?,v), 

^^ 2/1-4-1 



n = 



on trouvera dans P'^^, la s6rie double 



X=o )/=o 



3*^ Termes qui proviennent de (— 1)^^*7^^* a?"~^~^. — L'integration 
donne 

Aux lermes de cette nature il faut reunir le terme (100) correspon- 

danl a n = V -f- 1 (le quotient no pent fournir un lerme en v"""* 

(|u'a partir de /i = v + 2). Si Ton pose /' = X', / -f- /i — v = A, d'ou 

/lz=:X-+-V — / (/ = 0, 1,2, ...,X — l), 

et 

(.03) ^^^(V, >,)/):= 2 (-')" 2(X-/)-» ' 
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on aura dans i^'„^^^ la serie 

V — go }. = Q0 A'=:«o 

^'"^^ s^v^S S 5i '*'"'<"' ^•''•'^•^^ "'""'• 



« * 



V = Kz=0 /.' = 



IV. — Solution par les series multiples. 
En reunissant les lermes de nature diverse qui viennent d'etre cal- 

V 

cules (98), (102), (io4), et en remplagant e par sa valour -^^.» on 
Irouve fmalement 



V - A 1^ A' = 

Vrrao Xz=» X'= 00 



v^siS"*^'"^"^''-'-'^-*'^ *'"'"'■ 



V^O "k -0 "k—O 



oil les symboles A;„, <!>,;„ F„,, Y„,.ont des significations donnees par les 
I'ormules (83), (96), (loi), (io3), que nous reproduisons : 



1m /n / "* '" 
(x'^ (x^^ V «' «'* si m est pair, 

J m — 1 m -f- 1 / '" — * //I -f- 1 

[ a ' a' ' y a ' a' ' si m est impair, 



=X 



(101) F,„().,//)=:\ ^ 0„,(/l, >>-/>, V), 

^^ 2 /* -+- I 



/ = >-! 



(c/O 



\ 1.2. ..(V — I -hi) 2^ ' 

(106) 0,«(V, )., //) = 0;„(V, ).', >0, Oo(v, )., >/) = O, Oo(0, O, O) r^ I . 
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Les expressions de F,;,, W„,, ^^ monlrent que ces coefiicienls pure- 
ment numeriquessont des fonctions ralionnelles des arguments entiers 
qui y figurent. La valeur de A,;, montre que Tordre de petitesse des 
fonctions p, P' va chaque fois en croissant d'une unite et demie. 

Roporlons-nous mainlenant aux expressions des densiles 



Densite exlerieure 



Densile interieure 



^-JS'^ 



m 



1 



;y<? 



m 



p;j 



(3;.). 



De la resulte pour la densite interieure e^ I'expression 



('^7)1 



l^'"-"^-[ S,{a'\a^)y/^ + S,(a'ia%70arclanj?^-HS3(a'%^ 

I +S,(a%a-)y/^, +S,(aia'%j)arclangy/^^, ^sU\a'Ky)^-^\ 



oil les symboles S,, 83, S3 designent des series entieres par rapport a 

leurs arguments \joLy\]oL\y owy. Dans ces series, les coefficients nu- 
meriques des Icrmes des differents ordres s'obtiennent par un nombre 
//W/e d'operations ralionnelles faites sur le nombre incommensurable 7:. 
Voici les calculs dc ces series executes jusqu'aux lermesdu qualrieme 
ordre inclusivement : 



r*! V a , a / — i -\- r^ — ol — ■;: — a — -^ — cl of. -\ ; oc oc -\ a 

071 or. 97:* 77: 

I 3 o A A 00 ~ - 

St: L\r. ott- tpTT- 



Stt 
I 



5 



(io8)(S,(«'S«^j) = 



I — 77— a 

371 



I ■ 



2 



571 



a 



laH' — 



/. 3 s 



97:- 



7: 



ct, 



471 -^ 



37:- 



a 



i^/2 



4 



2 «'2 



3 3 
2 -.'2 ./ 



1 1 



i57T- Stt- 



71 TT I27r 47r oTT' 

S.8 



v4fin. de VKc, Normale, 3* Serie. Tome HI. 
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En faisant a = o, on retrouvc la loi de la distribulion electri(|ue siir 
la calotte spheriqiio 

(109) cr— 

C'est, aux notations pres, la formule obtenue par sir VV. Thomson 
(Reprint, p. i85; 1872). 
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